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TZNCPMJTDIF WPSN TUBBO�

7SBBH � 	� QVOUFO
 (FHFWFO IFU DPNQMFY HFUBM ਃ � �� 	� � ਊ
�
	B
 	� QVOU
 #FSFLFO EF NPEVMVT WBO IFU DPNQMFYF HFUBM ਃ ÷ �
	C
 	� QVOU
 4UFM EBU ਛ� � � îਏ ó Ҙ� Ն ਛਏ � ਃਏ FO ਖਏ � Ͽਛਏ ÷ ਛਏ÷�Ͽ� 5PPO BBO EBU EF SJK ʐਖਏʞ

FFO HFPNFUSJTDIF SJK JT FO CFQBBM EF FFSTUF UFSN ਖ� FO EF SFEF�
	D
 	� QVOU
 #FSFLFO EF TPN ਔਏ � ਖ� � ਖ� ׯ� � ਖਏ�
	E
 	� QVOU
 #FSFLFO EF MJNJFU WBO ਔਏ WPPS ਏ Ҿ �ú JOEJFO EF[F CFTUBBU�

7SBBH � 	� QVOUFO
 (FHFWFO�

 Նਙ ÷ �ਃ ÷ �ਃ � ਚ ÷ �ਃ ÷ �� � ਛ÷ਃ 	ਃ ó Ҙ�
ਅ Ն ʲਙ � ਚ � �ਃ ÷ � � �ਛ � ਃ � � � � 	ਃ ó Ҙ�
ਆ Նਙਃ � ਚਃ � ਛਃ � � 	ਃ ó Ҙ� ࡆ \÷�^

	B
 	� QVOU
 #FXJKT îਃ ó Ҙ��  FO ਅ [JKO LSVJTFOE�
	C
 	� QVOU
 ;PFL FFO $BSUFTJBBOTF WFSHFMJKLJOH WBO IFU WMBL  EBU  PNWBU FO FWFOXJKEJH JT

NFU ਆ�
	D
 	� QVOU
 ;PFL FFO $BSUFTJBBOTF WFSHFMJKLJOH WBO IFU WMBL  EBU ਅ PNWBU FO FWFOXJKEJH JT

NFU ਆ�
	E
 	� QVOU
 5PPO BBO EBU EF WMBLLFO  FO  BMUJKE 	îਃ ó Ҙ� ࡆ \÷�^
 TOJKEFOE [JKO FO EBU EF

TOJKMJKO EPPS FFO WBTU QVOU HBBU� 8FML JT EBU QVOU 

7SBBH � 	� QVOUFO
 %F LSPNNJOH WBO FFO GVODUJF XPSEU BMT WPMHU HFEFĕOJFFSE�϶ϼ ਈഋഋ 	ਙ
ʐ� � ਈഋ 	ਙ
ʞ �� ϶ϼ 	�


	B
 	� QVOU
 #FSFLFO EF LSPNNJOH WBO EF GVODUJF ਈ	ਙ
 � MOਙ�
	C
 	� QVOUFO
 #FSFLFO EF BGHFMFJEF WBO EF LSPNNJOH WBO ਈ�
	D
 	� QVOU
 7PPS XFMLF XBBSEFO WBO ਙ JT EF LSPNNJOH WBO ਈ NBYJNBBM *OEJFO FFO NBYJ�

NVN OJFU CFTUBBU CFSFLFO EF MJNJFUFO WBO EF LSPNNJOH BBO EF HSFO[FO WBO IFU EPNFJO�
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 (FHFWFO�Ǆ�úਃ ਈ 	ਙ
 Eਙ Ą MJNਕҾ�úǄਕਃ ਈ 	ਙ
 Eਙ
	B
 	� QVOU
 #FSFLFO� Ǆ�ú� ਇ÷ਙਙ� Eਙ
	C
 	� QVOU
 #FSFLFO� Ǆ�ú� ਇ÷ਙਙ� Eਙ
	D
 	� QVOUFO
 #FXJKT EPPS WPMMFEJHF JOEVDUJF� Ǆ�ú� ਇ÷ਙਙਏ Eਙ � ਏ�
7SBBH � 	� QVOUFO
 %F WMBH WBO (PFE JO 8JTLVOEF JT FFO SFDIUIPFL WBO � NFUFS 	IPSJ[POUBBM

CJK �� NFUFS 	WFSUJDBBM
� &FO XJMMFLFVSJH QVOU TUSJLU CJOOFO EF SFDIUIPFL XPSEU NFU EF PNUSFL
WBO EF SFDIUIPFL PN EF �� DFOUJNFUFS WFSCPOEFO�
%F BMEVT HFWPSNEF ESJFIPFLFO FO WJFSIPFLFO [JKO BGXJTTFMFOE XJU FO HSJKT HFLMFVSE� )FU UPUBBM
WBO EF HSJK[F HFCJFEFO JT HSPUFS EBO IFU UPUBBM WBO EF XJUUF HFCJFEFO� IFU WFSTDIJM JT QSFDJFT FFO
IPOEFSETUF WBO IFU PQQFSWMBL WBO EF SFDIUIPFL�
7BO EF MJOLFSCPWFOIPFL IPSJ[POUBBM OBBS SFDIUT IPF WFS HB KF OBBS EF FFSTUF LMFVSWFSBOEFSJOH
	WBO XJU OBBS HSJKT
 JO DFOUJNFUFST 

 DN �� DN

�� DN

1BHJOB ���



����
1SPFG 10-

"OBMZTF � 3VJNUFNFFULVOEF � 3JKFO FO SFFLTFO � $PNQMFYF HFUBMMFO
� WSBHFO � � VSFO 3FFLT #

�� %F UFLFOJOHFO EJF CJK TPNNJHF WSBHFO [JKO PQHFOPNFO EJFOFO FOLFM UFS JMMVTUSBUJF� %F ĕHVSFO
[JKO OJFU PQ TDIBBM HFUFLFOE� 1SPCFFS EVT OJFU OB UF NFUFO�
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	C
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 ৱਏ � �ਏৱਏ÷�
	E
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 #FSFLFO ৱ�
7SBBH � 	� QVOUFO
 (FHFWFO� ਈ	ਙ
 � �� � ਇ÷ਙ �
	B
 	� QVOU
 #FSFLFO EF MJNJFU WBO ਈ WPPS ਙ Ҿ �ú FO ਙ Ҿ ÷ú
	C
 	� QVOUFO
 #FSFLFO EF BGHFMFJEF WBO ਈ FO CFXJKT IFU WPMHFOEF WFSCBOE UVTTFO ਈ FO [JKO

BGHFMFJEF ਈў� ਈў	ਙ
 � ਈ	ਙ
 ʐ� ÷ ਈ	ਙ
ʞ
	D
 	� QVOU
 4UFM ਉ	ਙ
 � �ਈ	ਙ
 ÷ �� #FQBBM IFU WFSCBOE UVTTFO ਉ FO ਉў�
7SBBH � 	� QVOUFO
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�� 7FSEFFM IFU MJKOTUVL JO ESJF FWFO MBOHF MJKOTUVLLFO�
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�� 7FSXJKEFS IFU MJKOTUVL EBU EF CBTJT JT WBO EF ESJFIPFL VJU TUBQ ��
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	B
 	� QVOU
 #FQBBM EF PQQFSWMBLUF WBO EF ,PDI TOFFVXWMPL OB � JUFSBUJF�
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 #FQBBM EF PQQFSWMBLUF WBO EF ,PDI TOFFVXWMPL OB � JUFSBUJFT�
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 	� QVOU
 #FQBBM EF PQQFSWMBLUF WBO EF ,PDI TOFFVXWMPL OB ਏ JUFSBUJFT�
	E
 	� QVOU
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7SBBH � 	� QVOUFO
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	B
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IFFę EF[FMGEF XBBSTDIJKOMJKLIFJE PN JOHFESVLU UF XPSEFO� 8BU JT EF XBBSTDIJKOMJKLIFJE EBU
IJK FFO MFUUFS WBO [JKO OBBN IFFę JOHFESVLU 

	C
 "SOBVE ESVLU BDIUFSFFOWPMHFOT � UPFUTFO JO EJF BM EBO OJFU WFSTDIJMMFOEF LVOOFO [JKO XBU
JT EF XBBSTDIJKOMJKLIFJE WBO WPMHFOEF HFCFVSUFOJTTFO�
J� 	� QVOU
 "SOBVE ESVLU � MFUUFS UXFF LFFS FO � BOEFSF WFSTDIJMMFOEF MFUUFST JO�
JJ� 	� QVOU
 "SOBVE ESVLU [JKO WPPSOBBN JO�
JJJ� 	� QVOU
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WFSTDIJMMFOEF MFUUFST IFFę JOHFESVLU�

7SBBH � 	� QVOUFO
 (FHFWFO� ৩	� � �
 ৪	� � �
 FOਇ Ն ʲਙ ÷ ਛ � �ਙ � ਚ � ਛ � �
	B
 	� QVOU
 %F NFFULVOEJHF QMBBUT WBO BMMF QVOUFO ৫ [PEBU IFU NJEEFMQVOU WBO EF PNTDISF�

WFO DJSLFM WBO ৩৪৫ڣ PQ ਇ MJHU JT FFO DJSLFM NFU NJEEFMQVOU 	� � �
 FO TUSBBM ù� HFMFHFO
JO IFU WMBL  Ն ਙ ÷ �ਚ ÷ ਛ � � � �� #FXJKT�

	C
 	� QVOU
 #FQBBM IFU QVOU ৻ WBO EF[F NFFULVOEJHF QMBBUT EBU JO  Ն �ਙ � ਚ � � � � MJHU�
	D
 	� QVOU
 #FQBBM EF PQQFSWMBLUF WBOڣ৩৪৻�
	E
 	� QVOU
 #FQBBM UBOȫ৩৻৪�
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
Rijen
Limieten

I Algebra
I Trigonometrie
I Meetkunde en Analytische Meetkunde
I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag
Een patiënt neemt de eerste dag 10 mg van een geneesmiddel en
daarna elke dag 5 mg. In de loop van de dag wordt in het lichaam
40% van het geneesmiddel afgebroken. We kunnen de
hoeveelheden van het geneesmiddel die zich in het lichaam
bevinden onmiddellijk na de inname op de 1ste, 2de, 3de, ... dag
voorstellen door een rij u1, u2, u3, . . . .
(a) (1 punt) Schrijf een recursief voorschrift voor deze rij.

Oplossing

(b) (1 punt) Bewijs door volledige inductie dat deze rij naar boven
begrensd is.

Hint Oplossing

(c) (1 punt) Bewijs dat de rij stijgend is.
Hint Oplossing

(d) (1 punt) Bepaal de limiet van de rij door gebruik te maken van
de rekenregels van limieten.

Oplossing

3 / 9



Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

{
u1 = 10
un = 3

5un−1 + 5 voor n > 1

4 / 9



Hint voor deelvraag (b) Terug naar de vraag

Gebruik het vaste punt u = 25
2 als bovengrens.

5 / 9



Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

Er is een vast punt u = 25
2 bekomen als oplossing van de

vergelijking

u =
3
5
u + 5.

We weten dat u1 ≤ 25
2 . Stel nu dat un−1 ≤ 25

2 dan geldt er voor un:

un =
3
5
un−1 + 5 ≤ 3

5
25
2

+ 5 =
25
2
.

Dit betekent dat 25
2 een bovengrens is.
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Hint voor deelvraag (c) Terug naar de vraag

Toon aan dat un − un−1 ≥ 0.
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Oplossing van deelvraag (c) Terug naar de vraag

We tonen aan dat un1 ≤ un of un − un−1 ≥ 0:

un − un−1 = −2
5
un−1 + 5 ≥ 0.

Dit geldt wanneer un−1 ≤ 25
2 . Wat inderdaad voldaan is daar 25

2
een bovengrens is.

8 / 9



Oplossing van deelvraag (d) Terug naar de vraag

De rij kan expliciet uitgedrukt worden als volgt:

un = 10
(

3
5

)n−1

+ 5
(

3
5

)n−2

+ · · ·+ 5
(

3
5

)1

+ 5
(

3
5

)0

= 5
(

3
5

)n−1

+ 5

((
3
5

)n−1

+

(
3
5

)n−2

+ · · ·+
(

3
5

)1

+

(
3
5

)0
)

= 5
(

3
5

)n−1

+ 5
1n −

(3
5

)n
1− 3

5

= 5
(

3
5

)n−1

+
25
2

(
1−

(
3
5

)n)
We bepalen nu de limiet voor n→∞:

lim
n→∞

un = lim
n→∞

5
(

3
5

)n−1

+
25
2

(
1−

(
3
5

)n)
=

25
2
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
Functie
Extrema

I Algebra
I Trigonometrie
I Meetkunde en Analytische Meetkunde
I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek

2 / 5



Vraag

(a) (2 punten) Aan welke voorwaarde moet p ∈ R voldoen opdat
de functie geen extremum zou hebben?

Oplossing

(b) (2 punten) Aan welke voorwaarde moet p ∈ R voldoen opdat
de functie een maximum en een minimum zou hebben en drie
verschillende nulpunten? (Hint: wat is het teken van het
product van de functiewaarden in het maximum en het
minimum indien er drie verschillende nulpunten zijn?)

Oplossing

3 / 5



Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

Geen extrema wil zeggen dat de eerste afgeleide geen nulpunten
heeft of dat voor een nulpunt van de eerste afgeleide, de tweede
afgeleide eveneens 0 is en de derde afgeleide verschillend van 0 is.
De afgeleide van de functie is

f ′(x) = 3x2 + p.

Er zijn geen reële nulpunten indien p > 0.
Voor p = 0 dienen we de tweede en de derde afgeleiden te bepalen:

f ′′(x) = 6x

f (3)(x) = 6

Dit betekent dat voor p ≥ 0 er geen extrema zijn.
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Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

Het product van de functiewaarden in het maximum en het
minimum moet negatief zijn, het lokale maximum moet zich boven
de x-as bevinden en het lokale minimum eronder:x1 =

√
−p
3

x2 = −
√
−p
3

We vullen beide extrema in het functievoorschrift in:
f (x1) = (−p)

3
2

3
3
2

+ p (−p)
1
2

3
1
2
− 1

f (x2) = − (−p)
3
2

3
3
2
− p (−p)

1
2

3
1
2
− 1

Het product van beide na vereenvoudiging moet kleiner zijn dan 0:(
(−p)

3
2

3
√

3
− (−p)

3
2

√
3
− 1

)(
−(−p)

3
2

3
√

3
+

(−p)
3
2

√
3
− 1

)
< 0(

− 2
3
√

3
(−p)

3
2 − 1

)(
2

3
√

3
(−p)

3
2 − 1

)
< 0

1− 4
27

(−p)3 < 0

p < − 3

4
1
3
.
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
Integralen

I Algebra
I Trigonometrie

Gebruikelijke formules
Goniometrische functies

I Meetkunde en Analytische Meetkunde
I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek

2 / 8



Vraag
(a) (1 punt) Toon aan dat voor elk reëel getal x , de volgende

gelijkheid geldt

cos3 x =
1
4
(cos 3x + 3 cos x) .

Hint Oplossing

(b) (1 punt) Bepaal met behulp van de vorige gelijkheid een
primitieve van de functie f in R, zodat

f (x) = cos3 x .
Oplossing

(c) (1 punt) Gegeven a is een reëel getal verschillend van nul,
bepaal de waarde van de bepaalde integraal door partiële
integratie

I (a) =

∫ a

0
(2x + 1) cos2 x sin x dx .

Oplossing

(d) (1 punt) Bereken I
(
π
3

)
Oplossing

3 / 8



Hint voor deelvraag (a) Terug naar de vraag

Pas de formules voor de (co)sinus van de som van 2 hoeken toe.
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Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

We passen de formules voor de (co)sinus van de som van 2 hoeken
toe:

cos 3x = cos(2x + x) = cos 2x cos x − sin 2x sin x

=
(
cos2 x − sin2 x

)
cos x − 2 sin x cos x sin x

= cos3 x − 3 cos x sin2 x

= cos3 x − 3 cos x + 3 cos3 x

= 4 cos3 x − 3 cos x

waaruit volgt dat

cos3 x =
1
4
(cos 3x + 3 cos x) .

5 / 8



Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

De integratie kan rechtstreeks gebeuren:∫
cos3 x dx =

∫
1
4
(cos 3x + 3 cos x) dx

=
1
4

(
1
3

sin 3x + 3 sin x
)
+ C , (C ∈ R).

6 / 8



Oplossing van deelvraag (c) Terug naar de vraag

Door partiële integratie bekomen we de vorige integraal:∫
(2x + 1) cos2 x sin x dx = −1

3
(2x + 1) cos3 x +

∫
2
3

cos3 x dx

=
1
6

(
1
3

sin 3x + 3 sin x
)

− 1
3
(2x + 1) cos3 x + C .

Integreren tussen 0 en a geeft:

I (a) =
1
6

(
1
3

sin 3a+ 3 sin a
)
− 1

3
(2a+ 1) cos3 a+

1
3
.
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Oplossing van deelvraag (d) Terug naar de vraag

Vul de waarde π
3 voor a in:

I
(π

3

)
=

18
√

3 + 21− 2π
72

.
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
I Algebra
I Trigonometrie
I Meetkunde en Analytische Meetkunde

Ruimtemeetkunde
Bol
Afstand, volume

I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek

2 / 10



Vraag (deel 1/2)

4 bollen met gelijke straal r worden gestapeld zodat de
middelpunten samenvallen met de hoekpunten van een gelijkzijdige
tetraëder met ribbe 2r . Bepaal de verhouding van de volumes van
de kleinste bol en de grootste bol die rakend zijn aan de 4 andere
bollen.

3 / 10



Vraag (deel 2/2)

(a) (1 punt) Bereken in de driehoek gevormd door de
middelpunten van de 3 onderste bollen de afstand van het
zwaartepunt tot een hoekpunt.

Hint Oplossing

(b) (1 punt) In de tetraëder gevormd door de middelpunten van de
4 bollen bereken de afstand van het zwaartepunt (d.w.z. het
punt dat zich op gelijke afstand bevindt van de 4 hoekpunten)
tot een hoekpunt met behulp van vorig resultaat.

Hint Oplossing

(c) (1 punt) Bereken het volume van de grootste bol (centrum
gegeven in vorige vraag).

Oplossing

(d) (1 punt) Bereken het volume van de kleinste bol (zelfde
centrum) en bereken de verhouding van beide volumes.

Oplossing

4 / 10



Hint voor deelvraag (a) Terug naar de vraag

I Gebruik een hulpdriehoek

d

I Beschouw de gelijkvormigheid van twee driehoeken.
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Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

Het middelpunt van de te bepalen bollen bevindt zich om
symmetrieredenen evenver van alle hoekpunten van de tetraëder.
Om dit middelpunt te bepalen zullen we 2 hulpdriehoeken gebruiken

d
H =

√
(2r)2 − r2 =

√
3r

De eerste is een gelijkzijdige driehoek die de middelpunten van 3
bollen als hoekpunten heeft en als zijde 2r . We kunnen de afstand
d van een hoekpunt tot het middelpunt bepalen door de
gelijkvormigheid van de driehoeken te beschouwen:

r

d
=

H

2r
⇒ d =

2r2

H
=

2√
3
r .
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Hint voor deelvraag (b) Terug naar de vraag

I Gebruik een hulpdriehoek

d

h

I Beschouw de gelijkvormigheid van twee driehoeken.
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Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

d

h
H ′

De tweede is een rechthoekige driehoek met als schuine zijde 2r en
d als een andere zijde. Het middelpunt bevindt zich evenver van de
hoekpunten van de schuine zijde. De afstand tot de top van de
tetraëder kan dan bepaald worden door de gelijkvormigheid van de
driehoeken te beschouwen:

H ′

2r
=

r

h
⇒ h =

2r2

H ′ =
2r2√

(2r)2 − d2
=

√
3
2
r .
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Oplossing van deelvraag (c) Terug naar de vraag

De straal van de grote bol is dan:

RB = h + r =

(√
3
2
+ 1

)
r

en het volume van de grootste bol is gegeven door

VB =
4
3
πR3

B .
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Oplossing van deelvraag (d) Terug naar de vraag

De straal van de klein bol is dan:

Rb = h − r =

(√
3
2
− 1

)
r

en het volume van de kleinste bol is gegeven door Vb = 4
3πR

3
b .

De verhouding van hun volumes bedraagt:

Vb

VB
=


√

3
2 − 1√
3
2 + 1

3

=
(
5− 2

√
6
)3

= 485− 198
√

6.
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
Exponenten en logaritmen

I Algebra
Veeltermen

I Trigonometrie
I Meetkunde en Analytische Meetkunde
I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag

Gegeven: de veelterm P(x) = xn + xn−1 + . . .+ 1, met n ∈ N0.

(a) (2 punten) Bewijs dat P ′(1/2) < 4.
Hint: bereken eerst (x − 1)P(x).

Hint Oplossing

(b) (2 punten) Bewijs dat voor alle n ∈ N0 geldt dat

2
1
2 × 4

1
4 × . . .× (2n)

1
2n < 4.

Hint: gebruik de logaritmische functie.
Hint Oplossing
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Hint voor deelvraag (a) Terug naar de vraag

I Voor x 6= 1, toon aan dat P(x) = xn+1−1
x−1 .

I Bereken dan de afgeleide van deze uitdrukking.
I Substitueer x = 1

2 in de uitdrukking voor P ′(x).
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Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

Volgens de hint, berekenen we :

(x−1)P(x) = xn+1+xn+ . . .+x−(xn+xn−1+ . . .+1) = xn+1−1.

Als gevolg, voor x 6= 1, P(x) = xn+1−1
x−1 . Dus, voor x 6= 1,

P ′(x) =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(x − 1)2
.

Voor x = 1/2 geeft dit

P ′(1/2) =
n

2n+1 − (n+1)
2n + 1

1
4

= 4
(

1
2n+1 (n − 2(n + 1)) + 1

)
= 4

(
1− n + 1

2n+1

)
< 4.
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Hint voor deelvraag (b) Terug naar de vraag

I Als we de logaritme nemen van de uitdrukking die we moeten
aantonen, krijgen we

n∑
k=1

1
2k

k ln(2) < 2 ln(2).

I Laat vervolgens 4 verschijnen in het rechterlid door te
vermenigvuldigen met 2

ln(2) .

I Merk dan op dat P ′(1/2) in het linkerlid voorkomt. Om dit te
verwezenlijken, merk op dat

P ′(x) =
n∑

k=1

kxk−1.
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Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

We moeten bewijzen dat

n∏
k=1

(2k)
1
2k < 4,

of equivalent, omdat de functie ln strikt stijgend is op haar domein,

n∑
k=1

1
2k

k ln(2) < 2 ln(2).

Door beide zijden te vermenigvuldigen met 2
ln(2) krijgen we

n∑
k=1

k

2k−1 < 4.

Het linkerlid is gelijk aan P ′(1/2) en dat de bovenstaande
ongelijkheid geldt, volgt dan uit (a).
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
Rijen en inductie
Integralen

I Algebra
I Trigonometrie
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Vraag
De algemene term van de rij (In)n∈N wordt gegeven door

In =
∫ π

2
0 cosn t dt.

(a) (1 point) Bereken de eerste drie termen van de rij en toon aan
dat voor alle n ∈ N geldt dat

In =

∫ π
2

0
sinn t dt.

Hint Oplossing

(b) (1 point) Toon aan de hand van partiële integratie aan dat
voor alle natuurlijke n verschillend van nul geldt dat

(n + 1)In+1 = nIn−1.
Hint Oplossing

(c) (2 points) Bewijs met inductie dat voor alle p ∈ N0 geldt dat

I2p =
π

2
g(p)

h(p)

met g(p) =
∏p

k=1(2k − 1) en h(p) =
∏p

k=1 2k .
Ter herinnering: ΠN

k=1ak = a1× a2× . . .× aN . Hint Oplossing
3 / 9



Hint voor deelvraag (a) Terug naar de vraag

I Ga voor I0 en I1 te werk door directe berekening.
I Gebruik voor I2 de formule van Carnot.
I Voor het laatste deel van de deelvraag, gebruik een

verandering van variabele.
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Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

Door directe berekening,

I0 =

∫ π
2

0
1 dt =

π

2

I1 =

∫ π
2

0
cos t dt = [sin t]

π
2
0 = 1

I2 =

∫ π
2

0
cos2 t dt =

1
2

∫ π
2

0
(1 + cos(2t)) dt =

1
2

[
t +

1
2

sin(2t)

]π
2

0
=
π

4
.

Met behulp van een verandering van variabele x := π
2 − t, bekomen

we

In = −
∫ 0

π
2

cosn(π/2− x)dx =

∫ π
2

0
sinn x dx .
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Hint voor deelvraag (b) Terug naar de vraag

I Bereken In+1 door partiële integratie,
∫
udv = uv −

∫
vdu,

met u = sinn t en v = sin t.
I Dit geeft een uitdrukking voor In+1 die In−1 en In+1 omvat.
I Leid (n + 1)In+1 af als een functie van n en In−1.
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Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

Door partieel te integreren, voor n ∈ N0, vinden we

In+1 =

∫ π/2

0
sinn t sin t dt

=
[
− cos t sinn t

]π/2
0 +

∫ π/2

0
n sinn−1 t cos2 t dt

= n

∫ π/2

0
sinn−1 t (1− sin2 t)dt

= n

(∫ π/2

0
sinn−1 t dt −

∫ π/2

0
sinn+1 t dt

)
= nIn−1 − nIn+1,

en het resultaat volgt direct.
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Hint voor deelvraag (c) Terug naar de vraag

Pas, zoals gesuggereerd, de methode van bewijs door inductie toe:
I Ga na dat de eigenschap waar is voor p = 1.
I Toon dan aan dat als de eigenschap waar is voor een zekere

p ∈ N0, ze ook waar is voor p + 1. Om dit te doen:
• bereken I2(p+1) met behulp van het resultaat van deelvraag (b);
• men moet kunnen bewijzen dat

I2(p+1) =
π

2
g(p + 1)

h(p + 1)
.
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Oplossing van deelvraag (c) Terug naar de vraag

De eigenschap is waar voor p = 1 omdat I2 = π
4 et π

2
g(1)
h(1) = π

2
1
2 .

Laten we aannemen (recurrentiehypothese) dat de eigenschap waar is
voor p ∈ N0. We berekenen

I2(p+1) = I2p+2
(1)
=

2p + 1
2p + 2

I2p
(2)
=
π

2
2p + 1
2p + 2

g(p)

h(p)

(3)
=
π

2
g(p + 1)

h(p + 1)
,

waarbij

(1) gerechtvaardigd wordt door deelvraag (b)

(2) de recurrentiehypothese gebruikt

(3) gebaseerd is op de volgende twee relaties:

(2p + 1)g(p) =
(
2(p + 1)− 1

) p∏
k=1

(2k − 1) =

p+1∏
k=1

(2k − 1) = g(p + 1),

(2p + 2)h(p) = 2(p + 1)

p∏
k=1

2k =

p+1∏
k=1

2k = h(p + 1).
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
I Algebra

Complexe getallen
Veeltermen

I Trigonometrie
I Meetkunde en Analytische Meetkunde
I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek

2 / 8



Vraag (deel 1/2)

(a) (1 punt) Gegeven: de volgende vergelijking in C, met i2 = −1:
|1 + iz | = |1− iz |. Toon aan dat de oplossingen van de
vergelijking reëel zijn.

Oplossing

(b) (1 punt) Gegeven: de volgende vergelijking in C (met
onbekende z), met a ∈ R en n ∈ N0:(

1 + iz

1− iz

)n

=
1 + ia

1− ia
. (‡)

Toon aan dat de oplossingen van de vergelijking reëel zijn,
zonder die te berekenen.
Hint: maak gebruik van het puntje (a) door een
modulusberekening.

Oplossing
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Vraag (deel 2/2)

(c) (1 punt) Toon aan dat de vergelijking (‡) geschreven kan
worden onder de vorm cis(2nθ) = cis(2α), voor een bepaalde
α ∈

]
−π

2 ,
π
2

[
.

Ter herinnering: cis(x) = cos(x) + i sin(x).
Hint: op basis van het vorige puntje kan men stellen dat
z = tan θ, met θ ∈

]
−π

2 ,
π
2

[
, en op dezelfde manier te werk

gaan voor a.
Oplossing

(d) (1 punt) Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking (‡)? Zoek
die oplossingen.

Oplossing
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Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

Wij geven twee methoden aan om de vergelijking op te lossen, waaruit zal
blijken dat de oplossingen van de vergelijking reëel zijn.

Methode 1 Stel z = x + iy met x , y ∈ R. We vinden

|1 + iz | = |1− z | ⇐⇒ |1 + i(x + iy)| = |1− (x + iy)|
⇐⇒ |1− y + ix | = |1 + y − ix |
⇐⇒ (1− y)2 + x2 = (1 + y)2 + x2

⇐⇒ y = 0.

De oplossing is dus S = {z ∈ C : =(z) = 0}.
Methode 2 Gezien z1z2 = z̄1z̄2 voor z1, z2 ∈ C, bekomen we

|1 + iz | = |1− z | ⇐⇒ |1 + iz |2 = |1− iz |2

⇐⇒ (1 + iz)(1 + iz) = (1− iz)(1− iz)

⇐⇒ (1 + iz)(1− i z̄) = (1− iz)(1 + i z̄)

⇐⇒ 1− i z̄ + iz + zz̄ = 1 + i z̄ − iz + zz̄

⇐⇒ −i z̄ + iz = i z̄ − iz

⇐⇒ z = z̄ .
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Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

Met behulp van de hint, zien we dat(
1 + iz

1− iz

)n

=
1 + ia

1− ia
⇒

∣∣∣∣(1 + iz

1− iz

)n∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 + ia

1− ia

∣∣∣∣
Als we vaststellen dat

∣∣1+ia
1−ia

∣∣ = 1, dan hebben we ook dat∣∣∣∣1 + iz

1− iz

∣∣∣∣n = 1

wat inhoudt dat |1 + iz | = |1− iz |. Met behulp van (a) impliceert
dit dat z ∈ R.
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Oplossing van deelvraag (c) Terug naar de vraag

Zoals de hint aangeeft, bestaat er voor z ∈ R een unieke
θ ∈

]
−π

2 ,
π
2

[
zo dat z = tan θ. Merk op dat cos θ 6= 0. We

berekenen

1 + iz

1− iz
=

1 + i sin θ
cos θ

1− i sin θ
cos θ

=
cos θ + i sin θ
cos θ − i sin θ

=
cis(θ)

cis(−θ)
= cis(2θ)

(
= e2iθ

)
.

Evenzo, met a = tanα voor een zekere α ∈
]
−π

2 ,
π
2

[
bekomen we

1 + ia

1− ia
= cis(2α)

(
= e2iα) .

Vandaar,(
1 + iz

1− iz

)n

=
1 + ia

1− ia
⇐⇒ cis(2nθ) = cis(2α)

(
⇐⇒ e2inθ = e2iα

)
.
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Oplossing van deelvraag (d) Terug naar de vraag

Aangezien z ∈ R, 1− iz 6= 0 en de vergelijking is equivalent met de
volgende graad n polynomiale vergelijking,

(1 + iz)n − 1 + ia

1− ia
(1− iz)n = 0,

die precies n oplossingen heeft (geteld met multipliciteit), volgens
de fundamentele stelling van de algebra.
De oplossing van (‡) wordt verkregen met behulp van de cis vorm
(of exponentiële vorm):

cis(2nθ) = cis(2α) ⇐⇒ 2nθ = 2α + 2kπ, k ∈ Z.

Tot besluit worden de n oplossingen z0, z1, . . . , zn−1 gegeven door

zk = tan
(α
n

+ k
π

n

)
, k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
I Algebra
I Trigonometrie
I Meetkunde en Analytische Meetkunde

Vectoren
Vergelijking van een rechte
Vergelijking van een vlak

I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag (deel 1/2)

We noteren λ = {AB,M} de doorsnedeverhouding waarlangs het
punt M de vector

−→
AB deelt, dat wil zeggen

−−→
AM = λ

−−→
MB.

Beschouw een prisma met driehoekige basis zoals in de figuur
hieronder (links), waarop we een orthonormaal assenstelsel plaatsen
zodat we de volgende punten hebben : A0(0, 0, 0), C0(0, 3, 0) en
B1(1, 2, 5).
We nemen op de diagonaal A0B1 een punt P zo dat
{A0B1,P} = 5

4 .
Π is het vlak dat door P gaat en evenwijdig is met de diagonalen
A1C0 en B0C1. Het vlak Π snijdt de rechte C0C1 in het punt R .
(a) (1 punt) Toon aan dat de cartesische vergelijking van het vlak

Π wordt gegeven door 20x + 5y + 3z = 25.
Oplossing

(b) (1 punt) Bepaal de doorsnedeverhouding {C0C1,R}.
Hint Oplossing
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Vraag (deel 2/2)
(c) (2 punten) Beschouw de driehoek A0B0C0. We kiezen drie

collineaire punten S ,T ,U zodat we kunnen schrijven
λ1 = {A0B0, S}, λ2 = {B0C0,T}, λ3 = {C0A0,U},
λ1, λ2, λ3 ∈ R0, zoals hieronder afgebeeld (rechts). Het
product λ1λ2λ3 is constant. Bepaal de waarde van die
constante.

Hint Oplossing

z

y

x

A0
C0

B0

A1
C1

B1

x

y

A0

B0

C0

S

T

U
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Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

We bepalen eerst de coördinaten van P (dat is het eindpunt van de
vector ~P):

{A0B1,P} =
5
4
⇐⇒

−−→
A0P =

5
4
−−→
PB1 ⇐⇒ ~P − ~A0 =

5
4

(~B1 − ~P)

en dus
~P =

4
9
5
4
~B1 =

5
9
~B1 =

5
9

(1, 2, 5).

Het vlak Π is evenwijdig met de volgende vectoren:

−−−→
A1C0 = (0, 3, 0)− (0, 0, 5) = (0, 3,−5)
−−−→
B0C1 = (0, 3, 5)− (1, 2, 0) = (−1, 1, 5).

Er zijn verschillende manieren om de vergelijking van het vlak te
verkrijgen. Neem bijvoorbeeld aan dat ~N = (n1, n2, n3) een richting
bepaalt die normaal is aan Π. We hebben

(0, 3,−5) · (n1, n2, n3) = 0
(−1, 1, 5) · (n1, n3, n3) = 0.

Als we deze twee vergelijkingen optellen, bekomen we
−n1 + 4n2 = 0. Als we n2 = 1 laten, dan is n1 = 4 en met behulp
van de eerste vergelijking, n3 = 3

5 . De normaalrichting is dus
(1, 4, 3/5) en de vergelijking van het vlak is

20x + 5y + 3z = c ,

waarbij c = 25 wegens P ∈ Π.
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Hint voor deelvraag (b) Terug naar de vraag

We kunnen schrijven dat R = (0, 3, zr ), waarbij zr bepaald wordt
door het feit dat R ∈ Π.
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Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

Aangezien R op de lijn C0C1 ligt, kunnen we schrijven dat

R = (0, 3, zr ),

waarbij zr bepaald wordt door het feit dat R ∈ Π :

15 + 3zr = 25⇒ zr =
10
3
.

Daarom

−−→
C0R = {C0C1,R}

−−→
RC1

⇐⇒
(
0, 0,

10
3

)
= {C0C1,R}

(
0, 0, 5− 10

3

)
⇐⇒ {C0C1,R} = 2.
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Hint voor deelvraag (c) Terug naar de vraag

x

y

A0

B0

C0

y = αx + β

S

T

U
I Voor α en β kunnen

numerieke waarden worden
gekozen.

I Druk λ1, λ2, λ3 uit in functie
van α en β.

8 / 11



Oplossing van deelvraag (c) – (deel 1/3) Terug naar de vraag

Om het eenvoudig te houden beschouwen we S ,T ,U als punten
van het (x , y)-vlak, en laten we de derde coördinaat weg:

S = (xs , ys), T = (xt , yt), U = (xu, yu).

We bekomen

λ1 = {A0B0, S} ⇒ S ∈ A0B0 ⇒ ys = 2xs
λ2 = {B0C0,T} ⇒ T ∈ B0C0 ⇒ yt = 3− xt

λ3 = {C0A0,U} ⇒ U ∈ C0A0 ⇒ xu = 0.

Gebruik makend van het feit dat S ,T ,U behoren tot dezelfde
rechte met vergelijking y = αx + β, hebben we verder dat :

2xs = αxs + β ⇒ xs =
β

2− α

3− xt = αxt + β ⇒ xt =
−β + 3
α + 1

yu = β.

Merk op dat α 6= 2 en α 6= −1, anders zijn S ,T niet welbepaald.
Daarom is delen door 2− α of α + 1 toegestaan.
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Oplossing van deelvraag (c) – (deel 2/3) Terug naar de vraag

De positie van S ,T ,U wordt volledig bepaald door de positie van
de rechte die deze drie punten verbindt, m.a.w. door α en β. We
willen het product λ1λ2λ3 uitdrukken met behulp van deze twee
parameters. Door de definitie van de λi ’s hebben we

xs = λ1(1− xs)

xt − 1 = λ2(−xt)
yu − 3 = λ3(−yu),

met als gevolg

λ1λ2λ3 =
xs

1− xs

xt − 1
−xt

yu − 3
−yu

.

Als we xs , xt , yu vervangen door hun uitdrukkingen in termen van
α, β, bekomen we

λ1λ2λ3 =
β

2− α− β
−β + 3− α− 1

β − 3
β − 3
−β

= −1.
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Oplossing van deelvraag (c) – (deel 3/3) Terug naar de vraag

Opmerking: Zoals vermeld in vraag (c), is het product λ1, λ2, λ3
constant. Daarom mag men voor de berekening willekeurig drie
uitgelijnde punten S ,T ,U kiezen. Met andere woorden, kunnen we
willekeurige waarden kiezen voor α en β. De enige beperking is dat
S verschillend moet zijn van A0 en B0 (en evenzo voor T en U)
omdat λ1, λ2, λ3 ∈ R0.

I A0 ligt niet op de rechte y = αx + β ⇒ β 6= 0
I B0 ligt niet op de rechte y = αx + β ⇒ α + β 6= 2
I C0 ligt niet op de rechte y = αx + β ⇒ β 6= 3

We zien dat deze 3 voorwaarden impliceren dat de vereenvoudiging
die we in de laatste stap van de oplossing hebben uitgevoerd, geldig
is.
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Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

I Analyse
I Algebra
I Trigonometrie
I Meetkunde en Analytische Meetkunde
I Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek

Opsomming
Binomiale wet
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Vraag (deel 1/2)
Alice (A) en Bob (B) bewegen zich in het coördinatenvlak door
tegelijkertijd opeenvolgende stappen met lengte 1 te zetten.
Alice begint op (0, 0) en doet telkens met gelijke kansen een
willekeurige stap naar rechts of naar boven. Bob begint op (5, 7) en
doet telkens met gelijke kansen een willekeurige stap naar links of
naar beneden.

x

y

A

B

P0

−1 1 2 3 4 5 6 7 8−1

1
2
3
4
5

7
8
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Vraag (deel 2/2)

(a) (1 punt) Wat is de kans dat Alice en Bob elkaar ontmoeten in
het punt P0(0, 6)?

Oplossing

(b) (1 punt) Bepaal de andere punten (P1,P2, . . .) waar het
mogelijk is dat Alice en Bob elkaar kunnen ontmoeten.

Oplossing

(c) (2 punten) Wat is de kans dat Alice en Bob elkaar zullen
ontmoeten?

Oplossing
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Oplossing van deelvraag (a) Terug naar de vraag

Alice en Bob kunnen elkaar pas ontmoeten nadat ze beiden 6
stappen zijn opgeschoven, want er zijn 12 stappen tussen hun
beginposities.
Zij a0 het aantal mogelijke trajecten van (0, 0) naar P0 en zij b0 het
aantal mogelijke trajecten van (5, 7) naar P0. We hebben

a0 = 1 en b0 =

(
6
1

)
= 6.

Ze kunnen elk 26 verschillende trajecten nemen in 6 stappen. Dus
is de kans dat ze elkaar in P0 ontmoeten is

1
212 a0b0 =

6
212 .

Opmerking: Als alternatief kan men rechtstreeks in termen van
waarschijnlijkheden werken. In dat geval :

I Laat α0 de kans zijn dat Alices P0 bereikt (na 6 stappen):
α0 =

(1
2

)6
I Stel β0 is de kans dat Bob P0 bereikt (na 6 stappen):
β0 =

(6
1

) (1
2

)1 (1
2

)5
= 6

26 .
I De kans dat ze elkaar in P0 ontmoeten is α0β0 = 6

212 .
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Oplossing van deelvraag (b) Terug naar de vraag

Alice moet i stappen naar rechts doen, en Bob moet i + 1 stappen
naar beneden doen om elkaar te ontmoeten, met i = 0, . . . , 5. De
andere ontmoetingsplaatsen zijn dus :

P1 = (1, 5), P2 = (2, 4), P3 = (3, 3), P4 = (4, 2), P5(5, 1).

a

b
P0

P1

P2

P3

P4

P5
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Oplossing van deelvraag (c) Terug naar de vraag

Zij ai het aantal mogelijke trajecten van (0, 0) naar Pi en zij bi het
aantal mogelijke trajecten van (5, 7) naar Pi , i = 0, . . . , 5. We
hebben

ai =

(
6
i

)
en bi =

(
6

i + 1

)
, i = 0, . . . , 5.

De kans dat ze elkaar ontmoeten is

1
212

5∑
i=0

aibi =
1

212

5∑
i=0

(
6
i

)(
6

i + 1

)
=

1
212 (6 + 90 + 300 + 300 + 90 + 6) =

792
212 =

99
512

.
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2021
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL
Analyse - Algebra - Meetkunde - Waarschijnlijkheidsrekenen

5 vragen - 4 uren
Reeks A

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers zijn wel
toegestaan.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√

2,
√

3, ..., in hun symbolische vorm.

Vraag 1 (4 punten)

Gegeven: de veelterm P (x) = xn + xn−1 + . . .+ 1, met n ∈ N0.

(a) (2 punten) Bewijs dat P ′(1/2) < 4.

Hint: bereken eerst (x− 1)P (x).

(b) (2 punten) Bewijs dat voor alle n ∈ N0 geldt dat

2
1
2 × 4

1
4 × . . .× (2n)

1
2n < 4.

Hint: gebruik de logaritmische functie.

Vraag 2 (4 punten)

De algemene term van de rij (In)n∈N wordt gegeven door In =
∫ π

2

0
cosn t dt.

(a) (1 punt) Bereken de eerste drie termen van de rij en toon aan dat voor alle n ∈ N geldt dat

In =

∫ π
2

0

sinn t dt.

(b) (1 punt) Toon aan de hand van partiële integratie aan dat voor alle natuurlijke n verschillend van nul geldt dat

(n+ 1)In+1 = nIn−1.

(c) (2 punten) Bewijs met inductie dat voor alle p ∈ N0 geldt dat

I2p =
π

2

g(p)

h(p)

met g(p) =
∏p
k=1(2k − 1) en h(p) =

∏p
k=1 2k.

Ter herinnering: ΠN
k=1ak = a1 × a2 × . . .× aN .

Vraag 3 (4 punten)

(a) (1 punt) Gegeven: de volgende vergelijking in C, met i2 = −1: |1 + iz| = |1− iz|. Toon aan dat de oplossingen
van de vergelijking reëel zijn.

(b) (1 punt) Gegeven: de volgende vergelijking in C (met onbekende z), met a ∈ R en n ∈ N0:(
1 + iz

1− iz

)n
=

1 + ia

1− ia
. (‡)

Toon aan dat de oplossingen van de vergelijking reëel zijn, zonder die te berekenen.

Hint: maak gebruik van het puntje (a) door een modulusberekening.

(c) (1 punt) Toon aan dat de vergelijking (‡) geschreven kan worden onder de vorm cis(2nθ) = cis(2α), voor een
bepaalde α ∈

]
−π2 ,

π
2

[
.

Ter herinnering: cis(x) = cos(x) + i sin(x).

Hint: op basis van het vorige puntje kan men stellen dat z = tan θ, met θ ∈
]
−π2 ,

π
2

[
, en op dezelfde manier te

werk gaan voor a.

(d) (1 punt) Hoeveel oplossingen heeft de vergelijking (‡)? Zoek die oplossingen.

Pagina 1/2



Vraag 4 (4 punten)

We noteren λ = {AB,M} de doorsnedeverhouding waarlangs het punt M de vector
−−→
AB deelt, dat wil zeggen

−−→
AM = λ

−−→
MB.

Beschouw een prisma met driehoekige basis zoals in de figuur hieronder (links), waarop we een orthonormaal assenstelsel
plaatsen zodat we de volgende punten hebben : A0(0, 0, 0), C0(0, 3, 0) en B1(1, 2, 5).
We nemen op de diagonaal A0B1 een punt P zo dat {A0B1, P} = 5

4 .
Π is het vlak dat door P gaat en evenwijdig is met de diagonalen A1C0 en B0C1. Het vlak Π snijdt de rechte C0C1

in het punt R.

(a) (1 punt) Toon aan dat de cartesische vergelijking van het vlak Π wordt gegeven door 20x+ 5y + 3z = 25.

(b) (1 punt) Bepaal de doorsnedeverhouding {C0C1, R}.

(c) (2 punten) Beschouw de driehoek A0B0C0. We kiezen drie collineaire punten S, T, U zodat we kunnen schrijven
λ1 = {A0B0, S}, λ2 = {B0C0, T}, λ3 = {C0A0, U}, λ1, λ2, λ3 ∈ R0, zoals hieronder afgebeeld (rechts). Het
product λ1λ2λ3 is constant. Bepaal de waarde van die constante.

z

y

x

A0
C0

B0

A1
C1

B1

x

y

A0

B0

C0

S

T

U

Vraag 5 (4 punten)

Alice (A) en Bob (B) bewegen zich in het coördinatenvlak door tegelijkertijd opeenvolgende stappen met lengte 1 te
zetten.
Alice begint op (0, 0) en doet telkens met gelijke kansen een willekeurige stap naar rechts of naar boven. Bob begint
op (5, 7) en doet telkens met gelijke kansen een willekeurige stap naar links of naar beneden.

x

y

a

b

P0

−1 1 2 3 4 5 6 7 8
−1

1

2

3

4

5

7

8

(a) (1 punt) Wat is de kans dat Alice en Bob elkaar ontmoeten in het punt P0(0, 6)?

(b) (1 punt) Bepaal de andere punten (P1, P2, . . .) waar het mogelijk is dat Alice en Bob elkaar kunnen ontmoeten.

(c) (2 punten) Wat is de kans dat Alice en Bob elkaar zullen ontmoeten?
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Analyse

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 1, Vraag 1

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
Rijen

· Trigonometrie
· Meetkunde

Deel 2 van het examen

· Algebra
· Analytische Meetkunde
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag & oplossing

De elementen van de rij (un) voldoen aan

u0 =
1

3
en 3un+1 − 6un − 1 = 0, n = 0, 1, 2, . . .

(a) (1 punt) Toon aan dat de rij (un + 13) een meetkundige rij is met reden gelijk aan 2.

Bepaal un+1 + 13 in functie van un + 13 .

Voor n = 0, 1, 2, . . ., we maken gebruik van de gegeven recurrentie vergelijking:
3un+1 − 6un − 1 = 0 ⇒ un+1 = 2un +

1
3 ⇒ un+1 +

1
3 = 2

(
un +

1
3

)
.

(b) (2 punten) Bepaal een expliciet voorschrift van un in functie van n.

Bepaal eerst een expliciet voorschrift voor un + 13 in functie van n aan de hand van (a).

un+1 +
1
3 = 2

(
un +

1
3

)
= 22

(
un−1 +

1
3

)
= . . . = 2n+1

(
u0 +

1
3

)
⇒ un +

1
3 = 2

n
(
u0 +

1
3

)
= 2n+1

3
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⇒ un =
1
3(2

n+1 − 1).

(c) (2 punten) Bereken u0 + u1 + . . .+ un.

Maak gebruik van (a) en los dit op aan de hand van de formule voor de som van de termen van een meetkundige
rij.

u0 + u1 + . . .+ un =

(
u0 +

1

3

)
+

(
u1 +

1

3

)
+ . . .+

(
un +

1

3

)
− (n + 1)

1

3

=

(
u0 +

1
3

)
−
(
un +

1
3

)
· 2

1− 2 − (n + 1)
1

3

= 2 ·
2n+1

3
−
2

3
− (n + 1)

1

3

=
1

3

(
2n+2 − n − 3

)
.
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Analyse

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 1, Vraag 2

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
Afgeleiden
Integralen

· Trigonometrie
· Meetkunde

Deel 2 van het examen

· Algebra
· Analytische Meetkunde
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag & oplossing

De functies cosh en sinh zijn gegeven door

cosh(x) =
ex + e−x

2
en sinh(x) =

ex − e−x

2
, ∀x ∈ R.

Merk op dat cosh′ = sinh en sinh′ = cosh, waarbij het accent ( ′ ) de afgeleide aanduidt.

(a) (1 punt) Bereken de afgeleide van cosh(sinh(cosh(x))) in x = 0.

Eerste stap:
(
cosh ◦ sinh ◦ cosh

)′
(x) = (cosh′ ◦ sinh ◦ cosh

)
(x) ·

(
sinh ◦ cosh

)′
(x).

(
cosh ◦ sinh ◦ cosh

)′
(x) = (cosh′ ◦ sinh ◦ cosh

)
(x) ·

(
sinh′ ◦ cosh

)
(x) · cosh′(x).

sinh(0) = e0−e0

2 = 0 ⇒
(
cosh ◦ sinh ◦ cosh

)′
(0) = sinh(sinh(cosh(0))) cosh(cosh(0)) sinh(0) = 0.

(b) (1 punt) Bewijs dat cosh2(x)− sinh2(x) = 1 voor alle x ∈ R.

cosh2(x)− sinh2(x) = 1
4

(
e2x + 2 + e−2x

)
− 1

4

(
e2x − 2 + e−2x

)
= 1

4(2 + 2) = 1, ∀x ∈ R.

(c) (1 punt) Bewijs dat 2 sinh2(x) = cosh(2x)− 1 voor alle x ∈ R.
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2 sinh2(x) = 2 · 1
4 (e

x − e−x)2 = 1
2

(
e2x + e−2x − 2

)
= cosh(2x)− 1, ∀x ∈ R.

(d) (2 punten) Bewijs dat ∫ √
x2 − 1 dx =

1

2
x
√
x2 − 1−

1

2
ln
(
x +

√
x2 − 1

)
+ const.,

via substitutie x = cosh θ waarbij x ≥ 1, θ ≥ 0. Je kan hiervoor de deelvragen (b) en (c) gebruiken.

Bewijs eerst dat
∫ √

x2 − 1dx = 1
2

sinh 2θ
2 − θ

2 + const.

∫ √
x2 − 1dx =

∫ √
cosh2 θ − 1 sinh θ dθ waarbij x = cosh θ ≥ 1, θ ≥ 0

(a)
=

∫
sinh2 θdθ

(c)
=
1

2

∫
(cosh 2θ − 1)dθ

=
1

2

sinh 2θ

2
−
θ

2
+ const.

=
1

2
x
√
x2 − 1︸ ︷︷ ︸
(i)

−
1

2
ln
(
x +

√
x2 − 1

)
︸ ︷︷ ︸

(ii)

+const.

Pagina 3/5



Voor (i):

sinh 2θ

2
=
1

2

e2θ − e−2θ

2
=
1

2

(
eθ + e−θ

) 1
2

(
eθ − e−θ

)
= cosh θ sinh θ = x

√
x2 − 1.

Voor (ii):

x = cosh(θ) =
eθ + e−θ

2
⇐⇒ e2θ − 2xeθ + 1 = 0 ⇐⇒ eθ = x ±

√
x2 − 1.

Gezien θ ≥ 0, er volgt θ = ln
(
x +
√
x2 − 1

)
.

(e) (2 punten) Bewijs dat de oppervlakte van het gekleurde

gebied hiernaast
θ

2
is, waarbij θ een positief reëel getal is.

Dit gebied wordt begrensd door de x-as, de kromme
x2 − y2 = 1 en de rechte die door de oorsprong en het
punt (cosh θ, sinh θ) gaat.

1

1

(cosh θ, sinh θ)

x2 − y2 = 1

(0, 0)

x

y
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Eerste stap:

Gekleurd Opp. = Opp.
(

x

y )
−
∫ cosh θ

1

√
x2 − 1dx

en maak gebruik van (d).

Gekleurd Opp. = Opp.
(

x

y )
−
∫ cosh θ

1

√
x2 − 1dx

(d) ⇒
∫ cosh θ

1

√
x2 − 1dx =

[
1

2
cosh Θ sinh Θ−

Θ

2

]θ
0

=
1

2
cosh θ sinh θ −

θ

2
.

=
1

2
cosh θ sinh θ −

(
1

2
cosh θ sinh θ −

θ

2

)
=
θ

2
.
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Trigonometrie

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 1, Vraag 3

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
· Trigonometrie

Vergelijkingen
· Meetkunde

Deel 2 van het examen

· Algebra
· Analytische Meetkunde
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag & oplossing

Los op in R: (
cos x + cos 3x + cos 5x + cos 7x + cos 9x + cos 11x

)
· sin x = −

1

4
.

Eerste stap: (
cos x + cos 3x + . . .+ cos 11x

)
· sin x = cos x sin x + cos 3x sin x + . . .+ cos 11x sin x.

Tweede stap: Formules van Simpson.

Gezien dat 2 cosA · sinB = sin(A+ B)− sin(A− B), bekomen we:

2 cos x sin x = sin 2x − sin 0
2 cos 3x sin x = sin 4x − sin 2x
2 cos 5x sin x = sin 6x − sin 4x

...

2 cos 11x sin x = sin 12x − sin 10x

Daaruit volgt dat (
cos x + cos 3x + . . .+ cos 11x

)
· sin x =

1

2
sin 12x.
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De vergelijking wordt

sin 12x = −
1

2
.

De oplossingen zijn

12x = −
π

6
+ 2kπ, k ∈ Z of 12x =

7π

6
+ 2k ′π, k ′ ∈ Z,

dat wil zeggen

x = −
π

72
+ k

π

6
, k ∈ Z of x =

7π

72
+ k ′

π

6
, k ′ ∈ Z.
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Meetkunde

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 1, Vraag 4

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
Afgeleide

· Trigonometrie
· Meetkunde

Redeneren en constructie

Deel 2 van het examen

· Algebra
· Analytische Meetkunde

Cirkel en parabool
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag & oplossing

Bepaal in een assenstelsel Oxy de straal van de grootst mo-
gelijke cirkel boven de x-as en onder de parabool met verge-
lijking y = −x2 + 2, zoals hiernaast afgebeeld.

O

x

y

· Aan de snijpunten tussen de cirkel en de parabool, hebben de cirkel en de parabool dezelfde raaklijn.
· De vergelijking van de cirkel is x2 + (y − R)2 = R2, waarbij R de straal is.

Vergelijking van de cirkel:
x2 + (y − R)2 = R2 ⇒ y = ±

√
R2 − x2 + R.

Snijpunten van de cirkel en de parabool:
(x, y) = (±a, b).
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In x = a volgens de parabool en de cirkel hebben we

zelfde y -waarde (vergelijking 1) : − a2 + 2 =
√
R2 − a2 + R

zelfde afgeleide (vergelijking 2) : − 2a =
1

2

−2a√
R2 − a2

Hieruit volgt dat:

R2 − a2 =
1

4
(vergelijking 2 na vereenvoudiging)

R + a2 =
3

2
(vergelijking 2 in vergelijking 1)

We willen R bepalen. We tellen de vergelijkingen lid per lid op:

R2 + R −
7

4
= 0 ⇐⇒ R± =

−1±
√
8

2
.

De straal is R =
√
2−
1

2
.
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Algebra

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 2, Vraag 1

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
· Trigonometrie
· Meetkunde

Deel 2 van het examen

· Algebra
Veeltermen

· Analytische Meetkunde
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag & oplossing

Vind een veelterm p(x) zo dat p(x)−p′(x) = x9. Bepaal eerst de graad van p(x). Druk de coëfficiënten uit met faculteiten.

· Taan aan dat p(x) de volgende vorm heeft:

p(x) = a9x
9 + a8x

8 + a7x
7 + . . .+ a1x + a0.

· Maak vervolgens gebruik van de vergelijking p(x)− p′(x) = x9.

We bepalen eerst de graad van de veelterm:

p(x)− p′(x) = x9 ⇒ deg (p(x)) = 9.

Hieruit volgt dat:

p(x) = a9x
9 + a8x

8 + a7x
7 + . . .+ a1x + a0

p′(x) = 9a9x
8 + 8a8x

7 + 7a7x
6 + . . .+ a1
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waarbij a0, a1, . . . , a9 te bepalen coëfficiënten zijn. De vergelijking in de opgave wordt dan gebruikt:

p(x)− p′(x) = x9 ⇐⇒



a9 = 1

a8 − 9a9 = 0

a7 − 8a8 = 0
...

a1 − 2a2 = 0

a0 − a1 = 0

⇐⇒



a9 = 1 = 9!/9!

a8 = 9 = 9!/8!

a7 = 9 · 8 = 9!/7!
...

a1 = 9 · 8 · . . . · 2 = 9!/1!

a0 = 9 · 8 · . . . · 2 · 1 = 9!/0!
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Algebra

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 2, Vraag 2

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
· Trigonometrie
· Meetkunde

Deel 2 van het examen

· Algebra
Complexe getallen

· Analytische Meetkunde
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek

Waarschijnlijkheid van een gebeurtenis, combinatoriek
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Vraag & oplossing

Twee verschillende oplossingen z1 en z2 van de volgende vergelijking in C worden willekeurig gekozen:

z12 − 1 = 0.

(a) (2 punten) Begin met alle oplossingen van deze vergelijking in hun vorm z = ρ cis(θ) te geven. Stel deze oplossingen
voor in het complexe vlak.

· Notatie: ρ cis(θ) = ρ (cos θ + i sin θ) = ρe iθ.
· 1 = cis(2kπ), k ∈ Z.
· De Moivre:

(ρ cis(θ))12 = ρ12 cis(12 θ).

De 12 oplossingen hebben een modulus gelijk aan 1, en worden gegeven door:

cis
(
k
π

6

)
, k = 0, 1, . . . , 11.

Elke oplossing komt overeen met één punt op de cirkel met straal 1 in het complexe vlak.

Pagina 2/4



1

<z

=z

cos π6 + i sin
π
6 , oplossing voor k = 1

k = 2
k = 3

k = 4

k = 5

k = 7

k = 8
k = 9

k = 10

k = 11

k = 0
k = 6

(b) (2 punten) Bepaal de waarschijnlijkheid dat |z1 + z2| = 1.

Bepaal de hoek gevormd door de twee vectoren die de oorsprong met z1 en z2 verbinden.

Voorwaarde: hoek van 120 graden (zoals getoond op de tekening). Inderdaad, in dit geval ziet men dat

|z1 + z2| = |z1| cos 60◦ + |z2| cos 60◦ =
1

2
+
1

2
= 1.
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z1

z2 z1 + z2

We rekenen nu Pr {|z1 + z2| = 1}.
· Mogelijke gevallen (aantal paren van oplossingen):

(
12
2

)
.

· Gunstige gevallen (aantal paren met een hoek van 120 graden): 12×22 .
De gevraagde waarschijnlijkheid is

Pr {|z1 + z2| = 1} =
12×2
2(
12
2

) = 2
11
.

Interpretatie: voor een willekeurig gekozen wortel z1 zijn er 2 gunstige gevallen en 11 mogelijke gevallen voor de
keuze van z2.
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Waarschijnlijkheidsrekenen

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 2, Vraag 3

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
· Trigonometrie
· Meetkunde

Deel 2 van het examen

· Algebra
· Analytische Meetkunde
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek

Combinatoriek
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Vraag & oplossing

Een gehele positieve oplossing van de vergelijking

x1 + x2 + . . .+ xn = r, n ≥ 1, r ≥ 0,

met onbekenden x1, x2, . . . , xn, wordt geschreven als (e1, e2, . . . , en) waarbij e1, e2, . . . , en geordende gehele getallen zijn
zodat e1 + e2 + . . . + en = r en ei ≥ 0 voor i = 1, 2, . . . , n. Op analoge wijze definiëren we het begrip positieve gehele
oplossing voor een ongelijkheid van de vorm

x1 + x2 + . . .+ xn ≤ r.

Bijvoorbeeld, (0, 2), (2, 0) en (1, 1) zijn drie verschillende positieve gehele oplossingen van de vergelijking x1 + x2 = 2, maar
(−1, 3) en (1/2, 3/2) zijn dat niet.

(a) (2 punten) Bepaal het aantal positieve gehele oplossingen van de vergelijking

x1 + x2 + x3 + x4 = 9.

· Wat zijn de mogelijke waarden voor x1? Begin eerst met het geval dat z1 = 9, want dan is er maar één
mogelijke oplossing: (x1, x2, x3, x4) = (9, 0, 0, 0).

· Eens x1 vast is, bepaal de mogelijke waarden voor x2 (en zo verder voor x3 en x4).
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In de tabel, de kolom # Opl. stelt het aantal oplossigen voor.

# Opl.

x1 = 9 x2 = 0 x3 + x4 = 0 1

x1 = 8 x2 = 1 x3 + x4 = 0 1

x2 = 0 x3 + x4 = 1 2

x1 = 7 x2 = 2 x3 + x4 = 0 1

x2 = 1 x3 + x4 = 1 2

x2 = 0 x3 + x4 = 2 3

x1 = 6 x2 = 3 x3 + x4 = 0 1

x2 = 2 x3 + x4 = 1 2

x2 = 1 x3 + x4 = 2 3

x2 = 0 x3 + x4 = 3 4

x1 = 5 x2 = 4 x3 + x4 = 0 1

x2 = 3 x3 + x4 = 1 2

x2 = 2 x3 + x4 = 2 3

x2 = 1 x3 + x4 = 3 4

x2 = 0 x3 + x4 = 4 5
...

...
...

...

Andere rijen in de tabel:
We zien dat als x1 = a ∈ {0, 1, . . . , 9} en x2 = b ∈ {0, . . . , 9−a}, dan is het aantal oplossingen van de vergelijking
x3 + x4 = 9 − a − b gegeven door 9 − a − b + 1 = 10 − a − b. De mogelijke waarden voor x3 zijn immers alle
natuurlijke getallen van 0 tot 9− a − b, en voor elke waarde van x3 is er slechts één mogelijke waarde voor x4.
Om het totaal aantal oplossingen te vinden, tellen we alle waarden in de laatste kolom van de tabel bij elkaar op:
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1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + (1 + 2 + 3 + 4) + . . .+ (1 + 2 + . . .+ 10) = 220.

(b) (1 punt) Leid hieruit het aantal positieve gehele oplossingen van de ongelijkheid x1 + x2 + x3 ≤ 9 af.

x1 + x2 + x3 ≤ 9 (x1, x2, x3 ∈ N) ⇐⇒ x1 + x2 + x3 + x4 = 9 (x1, x2, x3, x4 ∈ N)

Zoals voor (a), 220 oplossingen.

(c) (1 punt) Op hoeveel verschillende manieren kunnen 9 munten van 1 euro worden verdeeld onder Amber, Billie, Candice
en Djamel? Het is niet verplicht dat iedereen ten minste één euro ontvangt.

Amber: xA euros, Billie: xB euros, Candice: xC euros, Djamel: xD euros.
We moeten het aantal positieve gehele oplossingen van de volgende vergelijking tellen:

xA + xB + xC + xD = 9.

(a) ⇒ 220 verschillende manieren.

(d) (2 punten) Bepaal het aantal verschillende rijen dat kan worden gemaakt met de volgende 12 symbolen:

{•, •, •, •, •, •, •, •, •, ?, ?, ?}.

Elk symbool wordt exact één keer gebruikt. Bijvoorbeeld,

(•, •, ?, •, ?, •, •, •, •, •, •, ?) en (?, •, •, ?, •, •, •, •, ?, •, •, •)

zijn twee verschillende rijen. De • symbolen zijn onderling niet te onderscheiden, en de ? symbolen onderling ook niet.
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Drie posities kiezen voor de ? uit de 12 opties:(
12

3

)
=
12!

9! · 3! = 220.

Opmerking over het verband met (a):
De positie van de drie symbolen ? laat ons toe de symbolen • in 4 groepen te verdelen, die elk overeenkomen met
één oplossing van de vergelijking in (a). Bijvoorbeeld,

( •, •︸︷︷︸
x1=2

, ?, •︸︷︷︸
x2=1

, ?, •, •, •, •, •, •︸ ︷︷ ︸
x3=6

, ? ︸︷︷︸
x4=0

).
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Voorbereiding op de Toelatingswedstrijd van de Polytechnische Faculteit
Koninklijke Militaire School

Analytische Meetkunde

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 2, Vraag 4

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

· Analyse
· Trigonometrie
· Meetkunde

Deel 2 van het examen

· Algebra
· Analytische Meetkunde

Vergelijkingen van rechten en vlakken in de ruimte
· Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag & oplossing

De cartesische vergelijkingen van drie rechten d1, d2, d3 in de ruimte zijn gegeven:

d1 ≡

{
x = z

y = 0
, d2 ≡

{
y = x

z = 1
, d3 ≡

{
z = y

x = −2
.

Bepaal de cartesische vergelijkingen van de rechte die d1 en d2 snijdt, en die evenwijdig met d3 is. Maak eerst een schets.

· Bepaal een vlak π1 dat d1 bevat en evenwijdig is met d3.
· Bepaal een vlak π2 dat d2 bevat en evenwijdig is met d3.
· De gezochte rechte wordt gegeven door de doorsnede van de twee vlakken.

We hebben de richtingvectoren van de drie rechten nodig.

d1 ≡

xy
z

 =
00
0

+ k1
10
1

 , d2 ≡

xy
z

 =
00
1

+ k2
11
0

 , d3 ≡

xy
z

 =
−20
0

+ k3
01
1

 , k1, k2, k3 ∈ R.
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d1

d ′3 ‖ d3 d2

d ′′3 ‖ d3
d

π1

π2

d = π1 ∩ π2, π1 ⊥ ~n1, π2 ⊥ ~n2.

We willen ~n1 = (a, b, c) en ~n2 = (a′, b′, c ′) bepalen.{
(a, b, c) ◦ (1, 0, 1) = 0
(a, b, c) ◦ (0, 1, 1) = 0 ⇐⇒

{
a + c = 0

b + c = 0
⇐⇒ ~n1 ‖ (1, 1,−1).

{
(a′, b′, c ′) ◦ (1, 1, 0) = 0
(a′, b′, c ′) ◦ (0, 1, 1) = 0 ⇐⇒

{
a′ + b′ = 0

b′ + c ′ = 0
⇐⇒ ~n2 ‖ (1,−1, 1).

De twee vlakken hebben als vergelijking

π1 ≡ x + y − z = e, π2 ≡ x − y + z = e ′.

Door te merken dat (0, 0, 0) ∈ π1 en (0, 0, 1) ∈ π2, zijn de vergelijkingen van de twee vlakken volledig bepaald
(e = 0, e ′ = 1).
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We hebben gevonden dat

d ≡
{
x + y − z = 0

x − y + z = 1
.
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2023
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL

Analyse - Goniometrie - Meetkunde
4 vragen - 3 uur

Reeks C Deel 1

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers zijn wel
toegestaan.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ... in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 5 5 5 5 20

Vraag 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

We vouwen een rechthoekig vel papier ABCD met afmetingen 10× 15 door het hoekpunt A naar een punt A′ te
brengen dat zich op de lange zijde [CD] bevindt. We duiden de lengte van het lijnstuk [AP ] aan met x, en de
lengte van de vouw [PQ] (gestippeld op de figuur) met ℓ.

A B

CD A′

Q

P

ℓ 10

15

x

(a) (4 punten) Toon aan dat ℓ2 =
x3

x− 5
.

Vul het diagram aan:

A B

CD A′

Q

Q′

P x

ℓ 10

15

x

Aan de hand van Pythagoras:

ℓ2 = x2 + |A′Q|2.

De twee gekleurde driehoeken zijn gelijkvormig. Dit laat toe om |A′Q| te vinden als functie van x:

|A′Q|
x

=
10

|DA′|
waarbij |DA′| =

√
x2 − (10− x)2 in de gekleurde driehoek A′DP .

We vinden dat
|A′Q| = 10x√

x2 − (10− x)2
=

10x√
20x− 100

.

Voeg deze uitdrukking in in de uitdrukking voor ℓ2:
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ℓ2 = x2 +
100x2

20x− 100
= x2 +

5x2

x− 5
=

x3

x− 5
.

(b) (1 punt) Bepaal de kleinste mogelijke waarde voor ℓ.

Leid de uitdrukking voor ℓ2 af als functie van x. We vinden:

3x2(x− 5)− x3

(x− 5)2
=

x2(2x− 15)

(x− 5)2
.

Deze uitdrukking is nul voor x = 15
2 en de overeenkomstige waarde van ℓ is ℓmin = 15

2

√
3.

Opmerking. We hebben een optimalisatieprobleem op een interval van de vorm [xmin, xmax]. We
vergelijken de gevonden waarde ℓmin met de waarden van ℓ aan de uiteinden van het interval.

• De maximale waarde voor x is xmax = 10.
• De minimale waarde voor x komt overeen met |A′Q| = 15, dat wil zeggen

15 =
10x√

20x− 100
.

Deze vergelijking kan worden herschreven als een tweedegraadsvergelijking:

x2 − 45x+ 225.

De oplossingen zijn
1

2
(45± 5

√
45) =

1

2
(45± 15

√
5) =

15

2
(3±

√
5).

De minimale waarde voor x is xmin = 15
2 (3−

√
5). Merk op dat deze waarde groter is dan 5, dus de

uitdrukking voor ℓ2 is positief. (De andere wortel is groter dan 15 en moet worden verworpen.)
• We kunnen dan controleren dat de berekende waarde ℓmin effectief lager is dan de waarden die ℓ

aanneemt in xmin en xmax.

Vraag 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Voor alle x > 0 wordt de functie f gegeven door:

f(x) =

∫ x

1

lnu

u+ 1
du.

(a) (3 punten) Toon aan dat f(x) + f

(
1

x

)
=

1

2
ln2(x).

We gebruiken een verandering van variabelen t = 1/u:

f

(
1

x

)
=

∫ 1/x

1

lnu

u+ 1
du =

∫ x

1

ln(1/t)

1/t+ 1

(
−dt

t2

)
=

∫ x

1

ln t

t2 + t
dt.

Vandaar

f(x) + f

(
1

x

)
=

∫ x

1

u lnu+ lnu

u2 + u
du =

∫ x

1

lnu

u
du =

∫ ln x

0

vdv =

[
v2

2

]ln x

0

via de substitutie v = lnu.
We bekomen

f(x) + f

(
1

x

)
=

(lnx)
2

2
.

(b) (2 punten) Bereken f(e−5) + f(e−4) + f(e−3) + . . .+ f(e4) + f(e5).

Groepeer de termen 2 bij 2:
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f(e−5) + f(e5) =
1

2
ln2(e5) =

1

2
25

f(e−4) + f(e4) =
1

2
ln2(e4) =

1

2
16

f(e−3) + f(e3) =
1

2
ln2(e3) =

1

2
9

f(e−2) + f(e2) =
1

2
ln2(e2) =

1

2
4

f(e−1) + f(e1) =
1

2
ln2(e1) =

1

2
1

f(e0) = 0.

De som bedraagt 1
2 (1 + 4 + . . .+ 25) = 55

2 .

Vraag 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Los op in [0, π]:
cos(3x)

2 cos(x)− 1
>

cos(4x)

2 cos(2x) + 1
.

We gaan dezelfde noemer gebruiken. Kijk naar de noemer van de tweede breuk.

2 cos(2x) + 1 = 2(2 cos2(x)− 1) + 1 = 4 cos2(x)− 1.

Het probleem wordt:
cos(3x)(2 cos(x) + 1)− cos(4x)

(2 cos(x)− 1)(2 cos(x) + 1)
> 0.

Beschouw de teller:

cos 3x (2 cosx+ 1)− cos 4x = 2 cos 3x cos 2x+ cos 3x− cos 4x

= cos 2x+ cos 4x+ cos 3x− cos 4x (inverse formule van Simpson)
= cos 2x+ cos 3x

= 2 cos
5x

2
cos

x

2
(formule van Simpson).

We kunnen een tekentabel opstellen:

0 π
5

π
3

3π
5

2π
3 π

cos 5/2x + + 0 - - - 0 + + + 0

cosx/2 + + + + + + + + + + 0

2 cosx+ 1 + + + + + + + + 0 - -

2 cosx− 1 + + + + 0 - - - - - -

breuk + + 0 - ̸ ∃ + 0 - ̸ ∃ + 0

De oplossing is de verzameling ]0, π/5[∪ ]π/3, 3π/5[∪ ]2π/3, π[.

Vraag 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Het punt M is het midden van zijde [BC] van de driehoek ABC waarbij geldt dat |AB| = |AM |.

(a) (2 punten) Bewijs dat tan B̂ = 3 tan Ĉ.
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A

B

M

C

x

x

ℓ

ℓ h

Relaties in de driehoek:

tan B̂ =
h

x/2

tan Ĉ =
h

3x/2

Vandaar tan B̂ = 3 tan Ĉ.

(b) (3 punten) Bewijs dat sin Â = 2 sin
(
B̂ − Ĉ

)
.

Wet van sinussen in △AMC (eerste vergelijking) en in △ABC (tweede vergelijking):

sin(ĈAM)

x
=

sin Ĉ

ℓ

sin Â

2x
=

sin Ĉ

ℓ

waarbij
ĈAM = ĈAB − M̂AB = (π − B̂ − Ĉ)− (π − 2B̂) = B̂ − Ĉ

Daaruit volgt dat sin Â = 2 sin
(
B̂ − Ĉ

)
.
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2023
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL

Analyse - Goniometrie - Meetkunde
4 vragen - 3 uur

Reeks C Deel 1

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers zijn wel
toegestaan.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ... in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 5 5 5 5 20

Vraag 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

We vouwen een rechthoekig vel papier ABCD met afmetingen 10× 15 door het hoekpunt A naar een punt A′ te
brengen dat zich op de lange zijde [CD] bevindt. We duiden de lengte van het lijnstuk [AP ] aan met x, en de
lengte van de vouw [PQ] (gestippeld op de figuur) met ℓ.

A B

CD A′

Q

P

ℓ 10

15

x

(a) (4 punten) Toon aan dat ℓ2 =
x3

x− 5
.

(b) (1 punt) Bepaal de kleinste mogelijke waarde voor ℓ.

Vraag 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Voor alle x > 0 wordt de functie f gegeven door:

f(x) =

∫ x

1

lnu

u+ 1
du.

(a) (3 punten) Toon aan dat f(x) + f

(
1

x

)
=

1

2
ln2(x).

(b) (2 punten) Bereken f(e−5) + f(e−4) + f(e−3) + . . .+ f(e4) + f(e5).

Vraag 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Los op in [0, π]:
cos(3x)

2 cos(x)− 1
>

cos(4x)

2 cos(2x) + 1
.

Vraag 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Het punt M is het midden van zijde [BC] van de driehoek ABC waarbij geldt dat |AB| = |AM |.
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(a) (2 punten) Bewijs dat tan B̂ = 3 tan Ĉ.

(b) (3 punten) Bewijs dat sin Â = 2 sin
(
B̂ − Ĉ

)
.
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2023
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL
Algebra - Analytische meetkunde - Waarschijnlijkheidsrekenen

4 vragen - 3 uur
Reeks C Deel 2

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers zijn wel
toegestaan.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ... in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 4 5 6 5 20

Vraag 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 punten

We noemen k het enige reële getal dat voldoet aan de volgende twee voorwaarden:

0 < k < 1 en k3 + k = 1.

(a) (1 punt) Schrijf k4 als een kwadratische uitdrukking, dat wil zeggen een uitdrukking van de vorm ak2+bk+c,
waarbij a, b en c reële coëfficiënten zijn die moeten worden bepaald. Voor deze en de volgende deelvragen
kan men telkens aannemen dat de kwadratische uitdrukking uniek is.

We maken gebruik van de tweede voorwaarde k3 = 1− k:

k4 = kk3 = k(1− k) = −k2 + k.

(b) (1 punt) Schrijf 1
k als een kwadratische uitdrukking.

We delen elk lid van de tweede voorwaarde door k. Dat geeft:

1

k
= k2 + 1

wat een kwadratische uitdrukking is.

(c) (1 punt) Toon aan dat 1
1+k gelijk is aan de kwadratische uitdrukking 1

3 (k
2 − k + 2).

Als
1

1 + k
= ak2 + bk + c

dan
1 = ak3 + (a+ b)k2 + (b+ c)k + k

en met behulp van de voorwaarde k3 = 1− k vinden we

1 = (a+ b)k2 + (−a+ b+ c)k + (c+ a).

Omdat de kwadratische uitdrukking uniek is, kunnen de coëfficiënten geïdentificeerd worden, wat leidt
tot een stelsel van drie vergelijkingen:

(k0) 1 = c+ a

(k1) 0 = −a+ b+ c

(k2) 0 = a+ b

waarvan de unieke oplossing gegeven wordt door a = 1
3 , b = − 1

3 , c = 2
3 .
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(d) (1 punt) Schrijf het oneindige product

(1− k)(1 + k2)(1 + k4)(1 + k8)(1 + k16) . . .

als een kwadratische uitdrukking. Hint: 1 + x+ x2 + x3 + x4 + . . . = 1
1−x als |x| < 1.

Om een idee te krijgen, bereken je het product van de eerste twee factoren:

(1− k)(1 + k2) = 1− k + k2 − k3.

Vervolgens wordt het product van de eerste drie factoren berekend:

(1− k)(1 + k2)(1 + k4) = (1− k + k2 − k3)(1 + k4)

= 1− k + k2 − k3 + k4(1− k + k2 − k3)

= 1− k + k2 − k3 + k4 − k5 + k6 − k7.

We merken dat het oneindige product geschreven kan worden als

∞∑
m=0

(−k)m.

Dit is een meetkundige reeks van reden −k. Omdat |−k| < 1, convergeert deze reeks en is de som ervan

1

1− (−k)
=

1

1 + k
.

De kwadratische uitdrukking is gegeven in de vorige deelvraag.

Vraag 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Teken nauwkeurig in het complexe vlak het gebied dat bestaat uit alle punten z zodat

z

10
en

10

z̄

allebei hun reële en imaginaire deel tussen 0 en 1 (inbegrepen) hebben. Hierin stelt z̄ de complex toegevoegde
van z voor.

Stel z = a+ bi ̸= 0. Dan
1

z̄
=

z

z̄z
=

z

|z|2
.

(1) ℜ(z/10) ∈ [0, 1] ⇐⇒ a ∈ [0, 10]

(2) ℑ(z/10) ∈ [0, 1] ⇐⇒ b ∈ [0, 10]

(3) ℜ(10/z̄) ∈ [0, 1] ⇐⇒ 10
a

a2 + b2
∈ [0, 1]

(4) ℑ(10/z̄) ∈ [0, 1] ⇐⇒ 10
b

a2 + b2
∈ [0, 1]

We beschouwen (3) en (4).

Pagina 2/5



(3) ⇐⇒ a ≥ 0 en a2 + b2 ≥ 10a

⇐⇒ a ≥ 0 en (a− 5)2 + b2 ≥ 52.

(4) ⇐⇒ b ≥ 0 en a2 + b2 ≥ 10b

⇐⇒ b ≥ 0 en a2 + (b− 5)2 ≥ 52.

ℜz

ℑz

10

10

dit domain

Vraag 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 punten

Gegeven: een orthonormaal assenstelsel en een rechte d
die een hoek 2θ (tussen 0 en π/2) maakt met de x-as en
door de oorsprong gaat (zoals aangegeven op de figuur).

De cirkel C1 heeft een straal van 1 en de cirkel C2 heeft
een straal van 3. Beide zijn ingesloten tussen de rechten
d en de x-as. De cirkels zijn rakend aan beide rechten.

x

y d

2θ

(a) (2 punten) Geef de cartesische vergelijking van de cirkel C1 in functie van θ.

Zij x1 de abscis van het snijpunt tussen C1 en de x-as, zoals hieronder weergegeven.

x

y d

x1

C1

θ

Gezien tan θ = 1
x1

, het middelpunt van de cirkel C1 heeft als coördinaten

(x1, 1) =

(
1

tan θ
, 1

)
.

De vergelijking van de cirkel is (
x− 1

tan θ

)2

+ (y − 1)2 = 1.

(b) (2 punten) Bewijs dat de cirkels C1 en C2 elkaar raken (op één enkel punt) als θ = π
6 .

Zij x2 de abscis van het snijpunt tussen C2 en de x-as. Met behulp van Pythagoras op de rechthoekige
driehoek hieronder vinden we

(x2 − x1)
2 + (3− 1)2 = (3 + 1)2 ⇐⇒ (x2 − x1)

2 = 12

waaruit blijkt dat x2 − x1 = 2
√
3. De driehoeken met hoekpunten

(0, 0), (x1, 0), (x1, 1) en (0, 0), (x2, 0), (x2, 3)

zijn gelijkvormig omdat ze dezelfde hoek θ delen en beide een rechte hoek hebben. Door gelijk-
vormigheid,
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3

1
=

x2

x1
.

Daaruit x2 = 3x1 en dus 2
√
3 = x2 − x1 = 2x1. Daarom

tan θ =
1

x1
=

1√
3
⇒ θ =

π

6
.

x

y
d

x1 x2

(c) (2 punten) Bereken voor deze waarde van θ de oppervlakte van het gebied begrensd door de x-as, C1 en C2.

De tussenliggende oppervlakte is de oppervlakte van een trapezium min de oppervlakte van twee cirkel-
sectoren. De oppervlakte van het trapezium gevormd door de hoekpunten

(x1, 0), (x2, 0), (x2, 3), (x1, 1)

wordt gegeven door
3 + 1

2

2

tan θ
=

4

tan θ
.

De sector C1 heeft oppervlakte

1

2
12

(π
2
+ θ

)
=

π

4
+

θ

2
.

en de sector C2 heeft oppervlakte

1

2
32

(π
2
− θ

)
=

9π

4
− 9θ

2
.

De tussenliggende oppervlakte is dus

4

tan θ
−
(
π

4
+

θ

2

)
−
(
9π

4
− 9θ

2

)
=

4

tan θ
− 5π

2
+ 4θ = 4

√
3− 11

π

6
.

Vraag 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Een leraar verdeelt de volgende 16 leerlingen in 8 groepen van twee leerlingen.

Alice
Amaury
Billie
Brieuc

Candice
Cindy
Denis
Diane

Emily
Emma
Farah
Felix

Gauthier
Giulia
Heidi
Helena

(a) (2 punten) Op hoeveel manieren kan hij deze verdeling maken ?
Het antwoord mag producten of faculteiten bevatten.
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Methode 1 : 15 · 13 · 11 · 9 · 7 · 5 · 3 · 1(= 2 027 025)

Om elke nieuwe groep te vormen: neem de eerste leerling van de lijst van overgebleven leerlingen, en kies
willekeurig een andere leerling van deze lijst.

Methode 2 :
16!

8! 28
(= 2 027 025)

Alle mogelijke permutaties, en groepeer de eerste twee van de permutatie, dan de volgende twee, en-
zovoort. Deel door 28 om de volgorde binnen de paren te negeren, en deel door 8! omdat de volgorde
van de paren er niet toe doet.

(b) (1 punt) Op hoeveel manieren kan hij deze verdeling maken als hij wil dat er exact 6 groepen zijn waarvan
de namen van beide leerlingen met dezelfde letter beginnen ?(

8
6

)
×2 = 14. Kies 6 letters uit 8 letters (één manier om die 12 leerlingen te groeperen), en twee manieren

om de resterende 4 leerlingen te groeperen door identieke beginletters te vermijden.

(c) (2 punten) Op hoeveel manieren kan hij deze verdeling maken als hij wil dat de namen van de twee leerlingen
in de 8 groepen met dezelfde of opeenvolgende letters van het alfabet beginnen?
Hint: de toegelaten groepen voor de eerste twee leerlingen kunnen worden bepaald, en vervolgens kan deze
procedure worden herhaald met de resterende leerlingen.

A = Alice, A’ = Amaury, B = Brieuc, B’ = Billie.

16 leerlingen

14 leerlingen

12 leerlingen

A–A’

A–B & A’–B’
A–B’ & A’–B

12 leerlingen

10 leerlingen

10 leerlingen

8 leerlingen

1

2

2

1

xn = # verdelingen met een lijst van n resterende leerlingen.

x16 = x14 + 2x12

= (x12 + 2x10) + 2(x10 + 2x8) = x12 + 4x10 + 4x8

= (x10 + 2x8) + 4(x8 + 2x6) + 4(x6 + 2x4) = x10 + 6x8 + 12x6 + 8x4

= (x8 + 2x6) + 6(x6 + 2x4) + 12(x4 + 2x2) + 8x4 = x8 + 8x6 + 32x4 + 24x2

= (x6 + 2x4) + 8(x4 + 2x2) + 32x4 + 24x2 = x6 + 42x4 + 40x2

= (x4 + 2x2) + 42x4 + 40x2 = 43x4 + 42x2

x2 = 1, x4 = 3

= 129 + 42 = 171.
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2023
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL
Algebra - Analytische meetkunde - Waarschijnlijkheidsrekenen

4 vragen - 3 uur
Reeks C Deel 2

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers zijn wel
toegestaan.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ... in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 4 5 6 5 20

Vraag 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 punten

We noemen k het enige reële getal dat voldoet aan de volgende twee voorwaarden:

0 < k < 1 en k3 + k = 1.

(a) (1 punt) Schrijf k4 als een kwadratische uitdrukking, dat wil zeggen een uitdrukking van de vorm ak2+bk+c,
waarbij a, b en c reële coëfficiënten zijn die moeten worden bepaald. Voor deze en de volgende deelvragen
kan men telkens aannemen dat de kwadratische uitdrukking uniek is.

(b) (1 punt) Schrijf 1
k als een kwadratische uitdrukking.

(c) (1 punt) Toon aan dat 1
1+k gelijk is aan de kwadratische uitdrukking 1

3 (k
2 − k + 2).

(d) (1 punt) Schrijf het oneindige product

(1− k)(1 + k2)(1 + k4)(1 + k8)(1 + k16) . . .

als een kwadratische uitdrukking. Hint: 1 + x+ x2 + x3 + x4 + . . . = 1
1−x als |x| < 1.

Vraag 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Teken nauwkeurig in het complexe vlak het gebied dat bestaat uit alle punten z zodat

z

10
en

10

z̄

allebei hun reële en imaginaire deel tussen 0 en 1 (inbegrepen) hebben. Hierin stelt z̄ de complex toegevoegde
van z voor.

Vraag 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 punten

Gegeven: een orthonormaal assenstelsel en een rechte d
die een hoek 2θ (tussen 0 en π/2) maakt met de x-as en
door de oorsprong gaat (zoals aangegeven op de figuur).

De cirkel C1 heeft een straal van 1 en de cirkel C2 heeft
een straal van 3. Beide zijn ingesloten tussen de rechten
d en de x-as. De cirkels zijn rakend aan beide rechten.

x

y d

2θ

(a) (2 punten) Geef de cartesische vergelijking van de cirkel C1 in functie van θ.

(b) (2 punten) Bewijs dat de cirkels C1 en C2 elkaar raken (op één enkel punt) als θ = π
6 .

(c) (2 punten) Bereken voor deze waarde van θ de oppervlakte van het gebied begrensd door de x-as, C1 en C2.
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Vraag 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 punten

Een leraar verdeelt de volgende 16 leerlingen in 8 groepen van twee leerlingen.

Alice
Amaury
Billie
Brieuc

Candice
Cindy
Denis
Diane

Emily
Emma
Farah
Felix

Gauthier
Giulia
Heidi
Helena

(a) (2 punten) Op hoeveel manieren kan hij deze verdeling maken ?
Het antwoord mag producten of faculteiten bevatten.

(b) (1 punt) Op hoeveel manieren kan hij deze verdeling maken als hij wil dat er exact 6 groepen zijn waarvan
de namen van beide leerlingen met dezelfde letter beginnen ?

(c) (2 punten) Op hoeveel manieren kan hij deze verdeling maken als hij wil dat de namen van de twee leerlingen
in de 8 groepen met dezelfde of opeenvolgende letters van het alfabet beginnen?
Hint: de toegelaten groepen voor de eerste twee leerlingen kunnen worden bepaald, en vervolgens kan deze
procedure worden herhaald met de resterende leerlingen.
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2024
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL

Analyse - Goniometrie - Meetkunde
4 vragen - 3 uur

Reeks A Deel 1

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers mogen
wel worden gebruikt.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3,
√
2,

√
3, enz. in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 4 5 4 7 20

Vraag 1 4 punten

(a) (1 punt) Toon aan dat sin 2x = 1− (sinx− cosx)2 voor alle x ∈ R.

We nemen het kwadraat van het rechterlid:

1− (sinx− cosx)2 = 1− (sin2 x+ cos2 x− 2 sinx cosx)

= 1− (1− 2 sinx cosx)

= 2 sinx cosx

= sin 2x.

(b) (3 punten) Leid hieruit
∫ (√

sinx√
cosx

+

√
cosx√
sinx

)
dx af, waarbij een substitutie u = sinx − cosx kan worden

gebruikt.

∫ (√
sinx√
cosx

+

√
cosx√
sinx

)
dx =

∫ (
sinx+ cosx
√
cosx

√
sinx

)
dx

=
√
2

∫ (
sinx+ cosx√
2 sinx cosx

)
dx

gezien (a)

=
√
2

∫ (
sinx+ cosx√

1− (sinx− cosx)2

)
dx

u = sinx− cosx, du = (cosx+ sinx)dx

=
√
2

∫
du√
1− u2

=
√
2 arcsinu+ const.

=
√
2 arcsin(sinx− cosx) + const.

Opmerking: de functie arcsin() is de inverse functie van sin(), m.a.w. de functie sin−1() of nog bgsin().

Vraag 2 5 punten

Voor deze vraag geven we de formule sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x.

(a) (3 punten) Merk op dat sin
3π

10
= sin

(
π

2
− 2π

10

)
, en toon aan dat sin

π

10
=

−1 +
√
5

4
.
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sin
3π

10
= sin

(
π

2
− 2π

10

)
= cos

2π

10

= 1− 2 sin2
π

10

We gebruiken de formule gegeven in de opgave, sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x:

3 sin
π

10
− 4 sin3

π

10
= 1− 2 sin2

π

10

We moeten de volgende vergelijking oplossen:

4X3 − 2X2 − 3X + 1 = 0.

We merken op dat X = 1 een wortel is. Met Horner factoren we als volgt:

(X − 1)(4X2 + 2X − 1) = 0.

De nullen van het kwadratische deel zijn
−1±

√
5

4
. We behouden de oplossing met de "+" omdat

sin π
10 ∈ (0, 1).

(b) (2 punten) Toon aan dat sin
π

5
=

√
10− 2

√
5

4
door gebruik te maken van de waarde van sin π

10 gegeven in
deelvraag (a).

We passen de formule toe sin 2x = 2 sinx cosx:

sin
π

5
= 2 sin

π

10
cos

π

10
= 2

−1 +
√
5

4

√√√√1−

(
−1 +

√
5

4

)2

= 2
−1 +

√
5

4

√
10 + 2

√
5

4

=
1

8

√(
−1 +

√
5
)2 (

10 + 2
√
5
)

=
1

8

√(
6− 2

√
5
)(

10 + 2
√
5
)

=
1

8

√
40− 8

√
5

=
1

4

√
10− 2

√
5.

Vraag 3 4 punten

De middelpunten van 5 cirkels met straal 1 zijn verdeeld over een cirkel met straal R, zodat de 5 cirkels elkaar
twee aan twee raken, zoals getoond in de onderstaande afbeelding. Bereken R, met behulp van de gegevens die
zijn opgenomen in de opgave van vraag 2.

Als het eindantwoord een breuk is, dan zal de noemer geen vierkantswortel bevatten.
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RR

1

We construeren een rechthoekige driehoek:

R

1

1

α

In deze driehoek,

R sinα = R sin

(
1

2

2π

5

)
= 1.

Dus

R =
(
sin

π

5

)−1

=
4√

10− 2
√
5

= 4

√
10− 2

√
5

10− 2
√
5

= 4
(10 + 2

√
5)
√

10− 2
√
5

100− 4 · 5

en na vereenvoudiging

=
1

5

√
50 + 10

√
5 (≈ 1, 7013.)
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Vraag 4 7 punten

De functies cosh en sinh zijn gegeven door

cosh(x) =
ex + e−x

2
en sinh(x) =

ex − e−x

2
, ∀x ∈ R.

(a) (2 punten) We kunnen de uitdrukking

13 cosh(x)− 12 sinh(x)

schrijven als a cosh(x− b), voor alle x ∈ R. Bepaal a en b.

Door de definities van de functies cosh en sinh te gebruiken, moeten we a en b vinden zodat

1

2

(
13ex + 13e−x − 12ex + 12e−x

)
= a cosh(x− b)

dat wil zeggen
1

2

(
ex + 25e−x

)
=

a

2

(
ex−b + e−x+b

)
.

Hieruit halen we de vergelijkingen

ae−b = 1 en 25 = aeb.

Hieruit volgt (eb)2 = 25 en b = ln 5 , en dus a = 5 .

Opmerking voor de volgende deelvragen: als u de waarden van a en b niet vindt, kunt u de deelvragen (b) en
(c) beantwoorden door te weten dat a en b oplossingen van het volgende stelsel zijn:

ae−b = 1 en 25 = aeb.

(b) (2 punten) Los op in R:
13 cosh(x)− 12 sinh(x) = 13.

Door de vorige subvraag of de definities van de functies cosh en sinh te gebruiken, kan de vergelijking
geschreven worden als

1

2

(
ex + 25e−x

)
= 13.

We stellen y = ex. De vergelijking wordt

y2 − 26y + 25 = 0 (y ≥ 0).

De oplossingen zijn y = ex = 1 of y = ex = 25, en dus x = 0 of x = ln 25 .

(c) (2 punten) Toon aan dat de functie 13 cosh(x)− 12 sinh(x) een minimum bereikt voor x = ln 5.

Het is gemakkelijk te controleren dat cosh′(x) = 0 als x = 0 en dat het een minimum is. Daarom is de
functie minimaal als x− b = 0, wat betekent dat x = ln 5.

(d) (1 punt) Geef het minimum van de functie 13 cosh(x)− 12 sinh(x).

Het minimum wordt bereikt bij x = ln 5 en het minimum is 5 cosh(0) = 5.
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2024
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL

Analyse - Goniometrie - Meetkunde
4 vragen - 3 uur

Reeks A Deel 1

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers mogen
wel worden gebruikt.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3,
√
2,

√
3, enz. in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 4 5 4 7 20

Vraag 1 4 punten

(a) (1 punt) Toon aan dat sin 2x = 1− (sinx− cosx)2 voor alle x ∈ R.

(b) (3 punten) Leid hieruit
∫ (√

sinx√
cosx

+

√
cosx√
sinx

)
dx af, waarbij een substitutie u = sinx − cosx kan worden

gebruikt.

Vraag 2 5 punten

Voor deze vraag geven we de formule sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x.

(a) (3 punten) Merk op dat sin
3π

10
= sin

(
π

2
− 2π

10

)
, en toon aan dat sin

π

10
=

−1 +
√
5

4
.

(b) (2 punten) Toon aan dat sin
π

5
=

√
10− 2

√
5

4
door gebruik te maken van de waarde van sin π

10 gegeven in
deelvraag (a).

Vraag 3 4 punten

De middelpunten van 5 cirkels met straal 1 zijn verdeeld over een cirkel met straal R, zodat de 5 cirkels elkaar
twee aan twee raken, zoals getoond in de onderstaande afbeelding. Bereken R, met behulp van de gegevens die
zijn opgenomen in de opgave van vraag 2.

Als het eindantwoord een breuk is, dan zal de noemer geen vierkantswortel bevatten.

RR

1
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Vraag 4 7 punten

De functies cosh en sinh zijn gegeven door

cosh(x) =
ex + e−x

2
en sinh(x) =

ex − e−x

2
, ∀x ∈ R.

(a) (2 punten) We kunnen de uitdrukking

13 cosh(x)− 12 sinh(x)

schrijven als a cosh(x− b), voor alle x ∈ R. Bepaal a en b.
Opmerking voor de volgende deelvragen: als u de waarden van a en b niet vindt, kunt u de deelvragen (b) en
(c) beantwoorden door te weten dat a en b oplossingen van het volgende stelsel zijn:

ae−b = 1 en 25 = aeb.

(b) (2 punten) Los op in R:
13 cosh(x)− 12 sinh(x) = 13.

(c) (2 punten) Toon aan dat de functie 13 cosh(x)− 12 sinh(x) een minimum bereikt voor x = ln 5.

(d) (1 punt) Geef het minimum van de functie 13 cosh(x)− 12 sinh(x).
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2024
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL
Algebra - Analytische meetkunde - Waarschijnlijkheidsrekenen

4 vragen - 3 uur
Reeks A Deel 2

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers mogen
wel worden gebruikt.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3,
√
2,

√
3, enz. in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 5 5 5 5 20

Vraag 1 5 punten

De rest van de deling van de veelterm p(x) door (x− 2) is 5, en de rest van de deling van p(x) door (x− 3) is 18.
Bepaal de rest van de deling van p(x) door (x− 2)(x− 3).

Het probleem is als volgt geschreven:

(1) p(x) = q1(x)(x− 2) + 5

(2) p(x) = q2(x)(x− 3) + 18

(3) p(x) = q3(x)(x− 2)(x− 3) + ax+ b

met q1(x), q2(x), q3(x) polynomen en a, b twee reële getallen die we moeten bepalen. Van daar,

(1), (3), x = 2 → p(2) = 5 = 2a+ b

(2), (3), x = 3 → p(3) = 18 = 3a+ b.

Hieruit volgt dat a = 13 en b = −21. De rest is 13x− 21.

Vraag 2 5 punten

De vergelijkingen van twee rechten in het vlak worden gegeven:

d1 : 15x+ 8y = 0

d2 : 3x+ 10y = 0.

We geven ook het punt M(−8, 6) dat het midden is van het segment [P1P2] met P1 een punt van d1 en P2 een
punt van d2.

(a) (1 punt) Maak een schets die d1, d2, P1, P2 en M weergeeft in een orthonormaal assenstelsel.
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x

y

d1

d2

M

P2

P1

(b) (4 punten) Bereken de afstand tussen P1 en P2.

De coördinaten van P1 en P2 zijn

P1

(
x1,

−15

8
x1

)
en P2

(
x2,

−3

10
x2

)
met x1, x2 ∈ R te bepalen. Aangezien M het midden van het lijnsegment [P1P2] is, hebben we dat(

x1 + x2

2
,
− 15

8 x1 − 3
10x2

2

)
= (−8, 6).

De vergelijking voor de eerste component geeft

x1 = −16− x2.

We voeren een substitutie uit in de vergelijking voor de tweede component:

12 = −15

8
(−16− x2)−

3

10
x2

⇐⇒ 12 = 30 +
15

8
x2 −

3

10
x2

⇐⇒ −18 =
1

40
(75− 12)x2

⇐⇒ −2 · 40 = 7x2

⇐⇒ −80

7
= x2.

De afstand tussen P1 en P2 is twee keer de afstand tussen P2 en M :
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dist (P1, P2) = 2 · dist (M,P2)

= 2 · dist
(
(−8, 6),

(
−80

7
,
3

10

80

7

))
= 2 · dist

(
(−8, 6),

(
−80

7
,
24

7

))
= 2 ·

∥∥∥∥(−80 + 56

7
,
24− 42

7

)∥∥∥∥
= 2 ·

∥∥∥∥(−24

7
,
−18

7

)∥∥∥∥
=

2

7
[576 + 324]

1
2

=
2

7

√
900

=
60

7
.

Vraag 3 5 punten

(a) (2 punten) Toon aan dat voor alle θ ∈ R het complexe getal z = cos θ + i sin θ voldoet aan

z2 + 1 = 2 cos(θ)z.

Met behulp van De Moivre, voor alle θ ∈ R vinden we

z2 + 1 = 1 + cos 2θ + i sin 2θ

= 2 cos2 θ + 2i sin θ cos θ

= 2 cos θ
(
cos θ + i sin θ

)
= 2 cos θ z.

(b) (3 punten) Gebruik deelvraag (a) om, in algebraïsche vorm a+ bi, alle complexe getallen met modulus 1 te
geven die een oplossing zijn van

(5z2 + 5)5 + (6z)5 = 0.

We herschrijven de vergelijking om z2 + 1 te laten verschijnen:

55(z2 + 1)5 + 65z5 = 0.

Met (a) wordt de vergelijking geschreven

55(2 cos θ z)5 + 65z5 = 0

wat resulteert in twee vergelijkingen:

z5 = 0 of 5525 cos5 θ = −65,

en op equivalente wijze

z = 0 of cos θ = −3

5
.

De oplossing z = 0 moet worden uitgesloten omdat we |z| = 1 willen. Uit cos θ = − 3
5 volgt sin θ =
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±
√
1−

(
3
5

)2
= ± 4

5 . Er zijn twee oplossingen:

z = −3

5
+

4

5
i of z = −3

5
− 4

5
i.

Vraag 4 5 punten

Bereken de waarschijnlijkheid dat een willekeurig gekozen geheel getal tussen 2000 en 20000 (beide getallen niet
inbegrepen) even is en bestaat uit allemaal verschillende cijfers. Bijvoorbeeld, 4052 is zo’n getal, maar niet 10788
(twee keer het cijfer 8) noch 6781 (oneven).

Er zijn 19 999− 2000 = 17 999 natuurlijke getallen in het open interval (2000, 20000).

We gaan het aantal even getallen tellen die geen herhalende cijfers hebben.

• Getallen > 10000. De decimale representatie is

a1a2a3a4a5

met a1 = 1 en a5 even. Er zijn 5 mogelijkheden voor a5 (0,2,4,6,8). Er blijven 4 even en 4 oneven cijfers
over waaruit a2, a3, a4 gekozen kunnen worden.
Het totale aantal mogelijkheden is dan

5× (8× 7× 6) = 1680.

• Getallen < 10000. De decimale representatie is

a2a3a4a5

met a5 even.

– Geval 1: a2 is even. Er zijn 4 mogelijkheden voor a2 (2,4,6,8). Er zijn vier resterende mogelijkheden
voor het even cijfer a5. Er zijn 3 even en 5 oneven cijfers over voor a3, a4. Het totale aantal
mogelijkheden is

4× 4× (8× 7) = 896.

– Geval 2: a2 is oneven. Er zijn 4 mogelijkheden voor a2 (3,5,7,9). Er zijn 5 mogelijkheden voor het
even cijfer a5. Er zijn 4 oneven (inclusief de 1) en 4 even cijfers over om a3, a4 te kiezen:

4× 5× (8× 7) = 1120.

De kans is
(896 + 1120) + 1680

17999
=

2016 + 1680

17999
=

3696

17999
.
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2024
Koninklijke Militaire School - Bijkomende proef POL
Algebra - Analytische meetkunde - Waarschijnlijkheidsrekenen

4 vragen - 3 uur
Reeks A Deel 2

1. De figuren bij sommige vragen zijn louter ter illustratie en niet op schaal. Meten is dus zinloos.

2. Handboeken en rekenmachines zijn niet toegestaan. Latten, gradenbogen, geodriehoeken en passers mogen
wel worden gebruikt.

3. Laat in uw antwoorden getallen zoals π, e, ln 2 = loge 2, ln 3,
√
2,

√
3, enz. in hun symbolische vorm staan.

Vraag 1 2 3 4 Totaal

Punten 5 5 5 5 20

Vraag 1 5 punten

De rest van de deling van de veelterm p(x) door (x− 2) is 5, en de rest van de deling van p(x) door (x− 3) is 18.
Bepaal de rest van de deling van p(x) door (x− 2)(x− 3).

Vraag 2 5 punten

De vergelijkingen van twee rechten in het vlak worden gegeven:

d1 : 15x+ 8y = 0

d2 : 3x+ 10y = 0.

We geven ook het punt M(−8, 6) dat het midden is van het segment [P1P2] met P1 een punt van d1 en P2 een
punt van d2.

(a) (1 punt) Maak een schets die d1, d2, P1, P2 en M weergeeft in een orthonormaal assenstelsel.

(b) (4 punten) Bereken de afstand tussen P1 en P2.

Vraag 3 5 punten

(a) (2 punten) Toon aan dat voor alle θ ∈ R het complexe getal z = cos θ + i sin θ voldoet aan

z2 + 1 = 2 cos(θ)z.

(b) (3 punten) Gebruik deelvraag (a) om, in algebraïsche vorm a+ bi, alle complexe getallen met modulus 1 te
geven die een oplossing zijn van

(5z2 + 5)5 + (6z)5 = 0.

Vraag 4 5 punten

Bereken de waarschijnlijkheid dat een willekeurig gekozen geheel getal tussen 2000 en 20000 (beide getallen niet
inbegrepen) even is en bestaat uit allemaal verschillende cijfers. Bijvoorbeeld, 4052 is zo’n getal, maar niet 10788
(twee keer het cijfer 8) noch 6781 (oneven).
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