
����
1SàGVOH 10-

"OBMZTF � (FPNFUSJF JN 3BVN � 'PMHFO VOE 3FJIFO � ,PNQMFYF ;BIMFO
� 'SBHFO � � 4UVOEFO 3FJIF #

�� %JF NJU CFTUJNNUFO 'SBHFO WFSCVOEFOFO 'JHVSFO TJOE JMMVTUSBUJW VOE OJDIU NB�TUBCTHFSFDIU�
&T JTU TJOOMPT TJF [V NFTTFO�

�� -FISCàDIFS VOE 5BTDIFOSFDIOFS TJOE OJDIU FSMBVCU�
�� -BTTFO 4JF JO *ISFO "OUXPSUFO ;BIMFO XJF ૢ ਇ MO � � MPHਇ � � MPHਇ � MO �¼  ù� ù�¼ JO

JISFS TZNCPMJTDIFO 'PSN�

'SBHF � 	� 1VOLUF
 (FHFCFO EJF LPNQMFYFO ;BIM ਃ � �� 	� � ਊ
�
	B
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF EFO #FUSBH ਃ ÷ ��
	C
 	� 1VOLU
 8JS TFU[FO ਛ� � � îਏ ó Ҙ� Ն  ਛਏ � ਃਏ VOE ਖਏ � Ͽਛਏ ÷ ਛਏ÷�Ͽ� ;FJHFO 4JF EBTT EJFʐਖਏʞ�'PMHF FJOF HFPNFUSJTDIF 'PMHF JTU VOE QS[JTJFSFO 4JF EFOFO FSTUFO #FHSJČ ਖ� VOE EJF

%JČFSFO[�
	D
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF EJF 4VNNF ਔਏ � ਖ� � ਖ� ׯ� � ਖਏ�
	E
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF GBMMT WFSGàHCBS EFO ਔਏ (SFO[XFSU XFOO ਏ Ҿ �ú�

'SBHF � 	� 1VOLUF
 (FHFCFO�

 Նਙ ÷ �ਃ ÷ �ਃ � ਚ ÷ �ਃ ÷ �� � ਛ÷ਃ 	ਃ ó Ҙ�
ਅ Ն ʲਙ � ਚ � �ਃ ÷ � � �ਛ � ਃ � � � � 	ਃ ó Ҙ�
ਆ Նਙਃ � ਚਃ � ਛਃ � � 	ਃ ó Ҙ� ࡆ \÷�^

	B
 	� 1VOLU
 #FXFJTFO 4JF EBTT TJDI ਅ VOE ਅ LSFV[FO�
	C
 	� 1VOLU
 'JOEFO 4JF FJOF LBSUFTJTDIF (MFJDIVOH EFS &CFOF  EJF  FOUIÊMU VOE QBSBMMFM [Vਆ JTU�
	D
 	� 1VOLU
 'JOEFO 4JF FJOF LBSUFTJTDIF (MFJDIVOH EFS &CFOF  EJF ਅ FOUIÊMU VOE QBSBMMFM [Vਆ JTU�
	E
 	� 1VOLU
 ;FJHFO 4JF EBTT TJDI 'MÊDIFO  VOF  JNNFS 	îਃ ó Ҙ� ࡆ \÷�^
 TDIOFJEFO VOE

EBTT EJF 4DIOJUUMJOJF EVSDI FJOFO 'JYQVOLU WFSMÊVę� 8FMDIFS JTU EJFTFS 1VOLU 

'SBHF � 	� 1VOLUF
 %JF ,SàNNVOH FJOFS 'VOLUJPO JTU XJF GPMHU EFĕOJFSU�϶ϼ ਈഋഋ 	ਙ
ʐ� � ਈഋ 	ਙ
ʞ �� ϶ϼ 	�


	B
 	� 1VOLU
 #FSFDIOVOH EFS ,SàNNVOH EFS 'VOLUJPO ਈ	ਙ
 � MOਙ�
	C
 	� 1VOLUF
 #FSFDIOVOH EFS "CMFJUVOH EFS ,SàNNVOH WPO ਈ�
	D
 	� 1VOLU
 'àS XFMDIF ਙ�8FSUF JTU EJF NBYJNBMF ਈ�,SàNNVOH 8FOO LFJO .BYJNVN WPS�

IBOEFO JTU CFSFDIOFO 4JF EJF (SFO[XFSUF EFS ,SàNNVOH EFS %PNÊOFOHSFO[FO�

4FJUF ���
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'SBHF � 	� 1VOLUF
 (FHFCFO� Ǆ�úਃ ਈ 	ਙ
 Eਙ Ą MJNਕҾ�úǄਕਃ ਈ 	ਙ
 Eਙ
	B
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF� Ǆ�ú� ਇ÷ਙਙ� Eਙ
	C
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF� Ǆ�ú� ਇ÷ਙਙ� Eਙ
	D
 	� 1VOLUF
 #FXFJTFO 4JF EVSDI WPMMTUÊOEJHF *OEVLUJPO� Ǆ�ú� ਇ÷ਙਙਏ Eਙ � ਏ�
'SBHF � 	� 1VOLUF
 %JF 'MBHHF WPO 'PSU &O .BUIT JTU FJO 3FDIUFDL WPO � .FUFSO 	IPSJ[POUBM

VOE ��.FUFSO 	WFSUJLBM
� 7PO KFEFN 1VOLU JOOFSIBMC EFT 3FDIUFDLT XJSE EJF ,POUVS EFT 3FDIU�
FDLT BMMF �� ;FOUJNFUFS WFSCVOEFO�
%JF TP HFCJMEFUFO %SFJFDLF VOE 7JFSFDLF TJOE BCXFDITFMOE XFJ� VOE HSBV HFGÊSCU� %JF 4VN�
NF EFS (SBVĘÊDIFO àCFSTUFJHU EJF 4VNNF EFS XFJ�FO 'MÊDIFO� %JF %JČFSFO[ CFUSÊHU HFOBV FJO
)VOEFSUTUFM EFS 'MÊDIF EFT 3FDIUFDLT�
7PO MJOLT PCFO OBDI SFDIUT XJF XFJU HFIU FT CJT [VN FSTUFO 'BSCXFDITFM 	WPO XFJ� OBDI HSBV

JO ;FOUJNFUFSO 

 DN �� DN

�� DN

4FJUF ���
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"OBMZTF � (FPNFUSJF JN 3BVN � 'PMHFO VOE 3FJIFO � ,PNQMFYF ;BIMFO
� 'SBHFO � � 4UVOEFO 3FJIF #

�� %JF NJU CFTUJNNUFO 'SBHFO WFSCVOEFOFO 'JHVSFO TJOE JMMVTUSBUJW VOE OJDIU NB�TUBCTHFSFDIU�
&T JTU TJOOMPT TJF [V NFTTFO�

�� -FISCàDIFS VOE 5BTDIFOSFDIOFS TJOE OJDIU FSMBVCU�
�� -BTTFO 4JF JO *ISFO "OUXPSUFO ;BIMFO XJF ૢ ਇ MO � � MPHਇ � � MPHਇ � MO �¼  ù� ù�¼ JO

JISFS TZNCPMJTDIFO 'PSN�

'SBHF � 	� 1VOLUF
 îਏ ó ғ Ն ৱਏ � Ǆ�� ਙਏù� ÷ ਙ Eਙ
	B
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF ৱ�
	C
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF ৱ�
	D
 	� 1VOLU
 ;FJHFO 4JF EBTT îਏ ó ғ� 4JF 	� � �ਏ
 ৱਏ � �ਏৱਏ÷� IBCFO�
	E
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF ৱ�
'SBHF � 	� 1VOLUF
 (FHFCFO� ਈ	ਙ
 � �� � ਇ÷ਙ �
	B
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF EFO ਈ (SFO[XFSU GàS ਙ Ҿ �ú VOE ਙ Ҿ ÷ú�
	C
 	� 1VOLUF
 #FSFDIOFO 4JF EJF "CMFJUVOH WPO ਈ VOE CFXFJTFO 4JF EJF GPMHFOEF #F[JFIVOH

[XJTDIFO ਈ VOE ਈў� ਈў	ਙ
 � ਈ	ਙ
 ʐ� ÷ ਈ	ਙ
ʞ
	D
 	� 1VOLU
 (FHFCFO ਉ	ਙ
 � �ਈ	ਙ
 ÷ �� #FTUJNNFO 4JF EJF #F[JFIVOH [XJTDIFO ਉ VOE ਉў�
'SBHF � 	� 1VOLUF
 %JF ,PDI�4DIOFFĘPDLF LBOO LPOTUSVJFSU XFSEFO JOEFN NBO NJU FJOFN
HMFJDITFJUJHFO %SFJFDL CFHJOOU VOE EBOO KFEF 4FJUF SFLVSTJW XJF GPMHU FJOTUFMMU�

�� 5FJMFO 4JF EBT 4FHNFOU JO ESFJ HMFJDI MBOHF 4FHNFOUF BVG
�� ;FJDIOFO 4JF FJO HMFJDITFJUJHFT %SFJFDL CBTJFSFOE BVG EFN NJUUMFSFO 4FHNFOU WPO 4DISJUU

��
�� &OUGFSOFO 4JF EBT -JOJFOTFHNFOU EBT EJF #BTJT EFT %SFJFDLT JTU BVT 4DISJUU ��

�F *UFSBUJPO �F *UFSBUJPO

%JF 'MÊDIF EFT VSTQSàOHMJDIFO %SFJFDLT JTU HMFJDI ��
	B
 	� 1VOLU
 #FTUJNNFO 4JF EJF 0CFSĘÊDIF EFS ,PDI�4DIOFFĘPDLF OBDI � *UFSBUJPOTTDISJUU�
	C
 	� 1VOLU
 #FTUJNNFO4JF EJF0CFSĘÊDIF EFS,PDI�4DIOFFĘPDLF OBDI � *UFSBUJPOTTDISJUUFO�

4FJUF ���
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	D
 	� 1VOLU
 #FTUJNNFO 4JF EJF 0CFSĘÊDIF EFS ,PDI�4DIOFFĘPDLF OBDI ਏ *UFSBUJPOTTDISJU�
UFO�

	E
 	� 1VOLU
 8BT JTU EJF #FHSFO[VOH EFS 0CFSĘÊDIF EFS ,PDI�4DIOFFĘPDLF OBDI ਏ Ҿ �ú
*UFSBUJPOTTDISJUUFO 

'SBHF � 	� 1VOLUF
 &JOF 5BTUBUVS IBU �� 5BTUFO WPO EFOFO �� EJF �� #VDITUBCFO EFT "MQIBCFUT
EBSTUFMMFO EJF BOEFSFO ;BIMFO PEFS 4ZNCPMF�
	B
 	� 1VOLU
 "SOBVE EFS � +BISF BMU JTU ESàDIU [VGÊMMJH BVG FJOF 5BTUF EFS 5BTUBUVS XPCFJ KFEF

5BTUF EJF HMFJDIF8BISTDIFJOMJDILFJU IBU HFUSPČFO [VXFSEFO�8JF IPDI JTU EJF8BISTDIFJO�
MJDILFJU EBTT FS FJOFO $IBSBLUFS WPO TFJOFN 7PSOBNFO USJē 

	C
 "SOBVE TDIMÊHU BVG � 5BTUFO IJOUFSFJOBOEFS WFSTDIJFEFO PEFS OJDIU XJF IPDI JTU EJF 8BIS�
TDIFJOMJDILFJU EFS GPMHFOEFO &SFJHOJTTF�
J� 	� 1VOLU
 "SOBVE USJēFJOFO#VDITUBCFO [XFJNBM VOE WJFS BOEFSF WFSTDIJFEFOF#VDI�

TUBCFO�
JJ� 	� 1VOLU
 "SOBVE USJē TFJOFO 7PSOBNFO�
JJJ� 	� 1VOLU
 "SOBVE UJQQUF TFJOFO 7PSOBNFO EB FS XVTTUF EBTT FS FJOFO #VDITUBCFO

[XFJNBM VOE WJFS BOEFSF WFSTDIJFEFOF #VDITUBCFO UJQQUF�

'SBHF � 	� 1VOLUF
 (FHFCFO� ৩	� � �
 ৪	� � �
 VOEਇ Ն ʲਙ ÷ ਛ � �ਙ � ਚ � ਛ � �
	B
 	� 1VOLU
 #FTUJNNFO 4JF EJF HFPNFUSJTDIF -BHF BMMFS 1VOLUF ৫ TP EBTT EFS .JUUFMQVOLU

EFT VNTDISJFCFOFO ,SFJTFT EFT ৩৪৫ڣ JOOFSIBMC WPO ਇ MJFHU� 	"OUXPSU� FJO ,SFJT NJU .JU�
UFMQVOLU 	� � � �
 VOE 3BEJVTù� JO EFS  Ն ਙ ÷ �ਚ ÷ ਛ � � � � &CFOF�


	C
 	� 1VOLU
 #FTUJNNFO 4JF EFO ৻�1VOLU EJFTFT HFPNFUSJTDIFO 0SUFT EFS TJDI JO  Ն �ਙ�ਚ�� � � CFĕOEFU�
	D
 	� 1VOLU
 #FTUJNNFO 4JF EJF 'MÊDIF EFT ৩৪৻�%SFJFDLT�
	E
 	� 1VOLU
 #FTUJNNFO 4JF UBOȫ৩৻৪�

4FJUF ���
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�� %JF NJU CFTUJNNUFO 'SBHFO WFSCVOEFOFO 'JHVSFO TJOE JMMVTUSBUJW VOE OJDIU NB�TUBCTHFSFDIU�
&T JTU TJOOMPT TJF [V NFTTFO�

�� -FISCàDIFS VOE 5BTDIFOSFDIOFS TJOE OJDIU FSMBVCU�
�� -BTTFO 4JF JO *ISFO "OUXPSUFO ;BIMFO XJF ɀ F MO � � MPHF � � MPHF � MO �¼  ù� ù�¼ JO

JISFS TZNCPMJTDIFO 'PSN�

'SBHF � 	� 1VOLUF

	B
 	� 1VOLUF
 #FTUJNNFO 4JF  ó Ҙ TP EBTT XJS GàS KFEF LPNQMFYF ;BIM ਛ � ਃ�J NJU  � ÷�ਃ

IBCFO� ]ਛ ÷  � �J] � ]ਛ ÷ � � �J]
	C
 	� 1VOLUF
 ÷J JTU FJOF 8VS[FM BVT ਛ� ÷ �ਛ� � �ਛ� ÷ �ਛ � � � �� 'JOEF EJF BOEFSFO 8VS[FMO�

'SBHF � 	� 1VOLUF
 &JO 1BUJFOU OJNNU ��NH FJOFT.FEJLBNFOUT BN FSTUFO 5BH VOE EBOO KFEFO
5BH �NH� 5BHTàCFS XFSEFO ��� EFS.FEJLBNFOUF JN,ÚSQFS BCHFCBVU�8JS LÚOOFO EJF.FOHFO
BO .FEJLBNFOUFO EJF TJDI VONJUUFMCBS OBDI EFS &JOOBINF EFT FSTUFO [XFJUFO ESJUUFO ��� 5BHFT
JN ,ÚSQFS CFĕOEFO EVSDI FJOF 3FJIF EBSTUFMMFO ਖ� ਖ� ਖ�¼ �
	B
 	� 1VOLU
 (FCFO 4JF FJOF SFLVSTJWF 'PSNFM GàS EJFTF 'PMHF FJO�
	C
 	� 1VOLU
 #FXFJTFO 4JF EVSDI WPMMTUÊOEJHF *OEVLUJPO EBTT EJFTF 'PMHF OBDI PCFO CFHSFO[U

JTU�
	D
 	� 1VOLU
 #FXFJTFO 4JF EBTT EJF 'PMHF TUFJHU�
	E
 	� 1VOLU
 &SNJUUFMO 4JF EFO (SFO[XFSU EFS 'PMHF NJU )JMGF EFS 3FDIFOSFHFMO EFT (SFO[�

XFSUFT�

'SBHF � 	� 1VOLUF
 (FHFCFO� ਈ	ਙ
 � ਙ� � ਙ ÷ ��
	B
 	� 1VOLUF
 8FMDIF #FEJOHVOH NVTT  ó Ҙ FSGàMMFO EBNJU EJF 'VOLUJPO LFJO &YUSFNVN

IBU 
	C
 	� 1VOLUF
 8FMDIF #FEJOHVOH NVTT  ó Ҙ FSGàMMFO EBNJU EJF 'VOLUJPO FJO .BYJNVN

VOE FJO .JOJNVN VOE ESFJ WFSTDIJFEFOF /VMMQVOLUF IBU 	)JOXFJT� XBT JTU EBT 7PS[FJDIFO
EFT 1SPEVLUT EFS 'VOLUJPOTXFSUF JN .BYJNVN VOE .JOJNVN XFOO FT ESFJ WFSTDIJFEFOF
/VMMQVOLUF HJCU 


4FJUF ���
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"OBMZTF � (FPNFUSJF JN 3BVN � 'PMHFO VOE 3FJIFO � ,PNQMFYF ;BIMFO
� 'SBHFO � � 4UVOEFO 3FJIF "

'SBHF � 	� 1VOLUF

	B
 	� 1VOLU
 %FNPOTUSJFSFO 4JF EBTT GàS KFEF SFFMMF ;BIM ਙ XJS EJF GPMHFOEF #F[JFIVOH IBCFO

DPT� ਙ � �� 	DPT �ਙ � � DPTਙ

	C
 	� 1VOLU
 -FJUFO 4JF FJOF 4UBNNGVOLUJPO WPO EFS ਈ�'VOLUJPO BVG Ҙ BC TP EBTTਈ	ਙ
 � DPT� ਙ
	D
 	� 1VOLU
 ਃ JTU FJOF HFHFCFOF SFFMMF ;BIM VOHMFJDI /VMM MFJUFO 4JF EFO 8FSU EFT *OUFHSBMTৱ	ਃ
 � Ǆਃ� 	�ਙ � �
 DPT� ਙ TJOਙ Eਙ
	E
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF ৱ ʓɀ�ʡ
'SBHF � 	� 1VOLUF
 � ,VHFMO HMFJDIFO 3BEJVT ਓ TJOE TP HFTUBQFMU EBTT EJF .JUUFMQVOLUF NJU EFO
4DIFJUFMQVOLUFO FJOFT HMFJDITFJUJHFO 5FUSBFEFST NJU 3JQQF �ਓ àCFSFJOTUJNNFO� #FTUJNNFO 4JF
EBT 7FSIÊMUOJT EFS 7PMVNFO EFS LMFJOTUFO ,VHFM VOE EFS HSÚ�UFO ,VHFM EJF EJF � BOEFSFO ,VHFMO
CFSàISFO�

	B
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF JO EFN %SFJFDL EBT EVSDI EJF .JUUFMQVOLUF EFS � VOUFSFO ,VHFMO
HFCJMEFU XJSE EFO "CTUBOE WPN 4DIXFSQVOLU [V FJOFN 4DIFJUFMQVOLU�

	C
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF JO EFN 5FUSBFEFS EFS EVSDI EJF .JUUFMQVOLUF EFS � ,VHFMO HFCJM�
EFU XJSE EFO "CTUBOE WPN 4DIXFSQVOLU 	E�I� EFS 1VOLU EFS HMFJDI XFJU WPO EFO � 4DIFJ�
UFMQVOLUFO
 [V FJOFN 4DIFJUFMQVOLU VOUFS 7FSXFOEVOH WPSJHFO &SHFCOJTTFT�

	D
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF EBT 7PMVNFO EFS HSÚ�UFO ,VHFM 	;FOUSVN JO EFS WPSJHFO 'SBHF
BOHFHFCFO
�

	E
 	� 1VOLU
 #FSFDIOFO 4JF EBT 7PMVNFO EFS LMFJOTUFO ,VHFM 	HMFJDIFT ;FOUSVN
 VOE CFSFDI�
OFO 4JF EBT 7FSIÊMUOJT CFJEFS 7PMVNJOB�

4FJUF ���
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Zusätzliche Prüfung POL

Analysis - Algebra - Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung
5 Fragen - 4 Stunden

Reihe A

1. Die Abbildungen bei bestimmten Fragen sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also
keinen Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√

2,
√

3, ..., in Ihren Antworten unverändert
stehen.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei n ∈ N0. Betrachten Sie das Polynom P (x) = xn + xn−1 + . . .+ 1.

(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass P ′(1/2) < 4.

Hinweis: Berechnen Sie zuerst (x− 1)P (x).

(b) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass für alle n ∈ N0 gilt:

2
1
2 × 4

1
4 × . . .× (2n)

1
2n < 4.

Hinweis: Sie dürfen die Logarithmusfunktion verwenden.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachten Sie die Folge (In)n∈N mit allgemeinem Glied In =
∫ π

2

0
cosn t dt.

(a) (1 Punkt) Berechnen Sie die ersten drei Folgenglieder und beweisen Sie, dass für alle n ∈ N, gilt:

In =

∫ π
2

0

sinn t dt.

(b) (1 Punkt) Beweisen Sie durch partielle Integration, dass für alle n ∈ N0, gilt:

(n+ 1)In+1 = nIn−1.

(c) (2 Punkte) Beweisen Sie durch Induktion, dass für alle p ∈ N0, gilt:

I2p =
π

2

g(p)

h(p)

wobei g(p) =
∏p
k=1(2k − 1) und h(p) =

∏p
k=1 2k.

Erinnerung: ΠN
k=1ak = a1 × a2 × . . .× aN .

Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) (1 Punkt) Betrachten Sie in C folgende Gleichung: |1 + iz| = |1 − iz|, wobei i2 = −1. Beweisen Sie, dass die
Lösungen der Gleichung reell sind.

(b) (1 Punkt) Es sei a ∈ R und n ∈ N0. Betrachten Sie in C die folgende Gleichung mit der Unbekannten z(
1 + iz

1− iz

)n
=

1 + ia

1− ia
. (‡)

Beweisen Sie ohne Berechnung, dass die Lösungen der Gleichung reell sind.

Hinweis: (a) kann Ihnen helfen, indem Sie zunächst den Modulus (Betrag) einer komplexen Zahl berechnen.

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die Gleichung (‡) in der Form cis(2nθ) = cis(2α) geschrieben werden kann, für ein
bestimmtes α ∈

]
−π2 ,

π
2

[
.

Erinnerung: cis(x) = cos(x) + i sin(x).

Hinweis: aufgrund von (b) können Sie davon ausgehen, dass z = tan θ, mit θ ∈
]
−π2 ,

π
2

[
, und ähnlich für a.

(d) (1 Punkt) Wie viele Lösungen hat die Gleichung (‡)? Bestimmen Sie diese Lösungen.

Seite 1/2



Aufgabe 4 (4 Punkte)

λ = {AB,M} ist das Verhältnis, nach dem der Punkt M den Vektor
−−→
AB teilt, das heißt

−−→
AM = λ

−−→
MB.

In einem orthonormalen Achsensystem ist durch die Punkte A0(0, 0, 0), C0(0, 3, 0), B1(1, 2, 5) ein gerades Prisma mit
dreieckiger Grundfläche gegeben (siehe Abbildung links).
Auf der Diagonalen A0B1 ist ein Punkt P so festgelegt, dass {A0B1, P} = 5

4 .
Π ist die Ebene, die durch P geht und zu den Diagonalen A1C0 und B0C1 parallel is. Die Ebene Π schneidet die Linie
C0C1 im Punkt R.

(a) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die kartesische Gleichung der Ebene Π 20x+ 5y + 3z = 25 ist.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie das Verhältnis {C0C1, R}.

(c) (2 Punkte) Betrachten Sie das Dreieck A0B0C0. Wir wählen drei kollineare Punkte S, T, U , so dass λ1 =
{A0B0, S}, λ2 = {B0C0, T}, λ3 = {C0A0, U}, λ1, λ2, λ3 ∈ R0, wie unten gezeigt wird (rechts). Das Produkt
λ1λ2λ3 ist konstant. Bestimmen Sie die Werte dieser Konstanten.

z

y

x

A0
C0

B0

A1
C1

B1

x

y

A0

B0

C0

S

T

U

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Alice (A) und Bob (B) bewegen sich in der Koordinatenebene fort. Die Länge ihrer Schritte ist immer 1. Sie machen
jeden Schritt gleichzeitig.
Alice beginnt bei (0, 0) und macht jeden Schritt zufällig nach rechts oder oben; die Wahrscheinlichkeit, dass sie einen
Schritt nach rechts macht, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass sie einen Schritt nach oben macht.
Gleichzeitig beginnt Bob bei (5, 7) und macht jeden Schritt zufällig nach links oder unten; die Wahrscheinlichkeit, dass
er einen Schritt nach links macht, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass er einen Schritt nach unten macht.

x

y

a

b

P0

−1 1 2 3 4 5 6 7 8
−1

1

2

3

4

5

7

8

(a) (1 Punkt) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich Alice und Bob im Punkt P0(0, 6) treffen?

(b) (1 Puntk) Bestimmen Sie die weiteren Punkte (P1, P2, . . .), in denen sich Alice und Bob treffen können.

(c) (2 Punkte) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich Alice und Bob überhaupt treffen?
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2023
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL

Analysis - Goniometrie - Geometrie
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

Reihe A Teil 1

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 5 5 5 5 20

Aufgabe 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Die Funktion g hat als Vorschrift

g(x) =

∫ 1

−1

f(u)|x− u|du,

wobei x ∈]−1, 1[ liegt und f eine stetige Funktion ist, für die gilt: f(0) = 1. (Anmerkung: |x − u| ist der
Absolutwert von x− u.)

(a) (3 Punkte) Beweisen Sie, dass

g′(x) =

∫ x

−1

f(u)du−
∫ 1

x

f(u)du.

Anmerkung: g′(x) ist die Ableitung von g(x).

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die zweite Ableitung der Funktion g an der Stelle x = 0.

Aufgabe 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Berechnen Sie
∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx. Beginnen Sie mit der Variablensubstitution x = π − y.

Aufgabe 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Gegeben: die Funktion

f(x) = tan

(
x+

2π

3

)
− tan

(
x+

π

6

)
+ cos

(
x+

π

6

)
, ∀x ∈

[
−5π

12
,−π

3

]
.

(a) (3 Punkte) Wenn g(x) = −x− π

6
und h(x) =

2

sin 2x
+ cosx, beweisen Sie, dass f(x) = h(g(x)).

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie mithilfe des vorigen Punktes den größ ten Wert, den f auf dem gegebenen Defi-
nitionsbereich annimmt.

Aufgabe 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Innerhalb eines Quadrats mit Fläche 1 zeichnen wir ein kleineres Quadrat, indem wir jeden Eckpunkt mit einem
Punkt im Quadrat verbinden, der sich in einem Abstand von 1

x vom gegenüberliegenden Eckpunkt befindet (siehe
Abbildung).
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x

1

x

1

x

1

x

Bestimmen Sie den Wert von x, wenn das kleine Quadrat im Inneren eine Fläche von 1
221 hat.
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2023
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL
Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung

4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden
Reihe A Teil 2

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 5 5 5 5 20

Aufgabe 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie ein Polynom p(x) vierten Grades, bei dem der Koeffizient des konstanten Terms 0
ist und das die Gleichung p(x)− p(x− 1) = x3 erfüllt.

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie die Summe 13 + 23 + 33 + . . .+ 1003. Verwenden Sie dabei Teilaufgabe (a).

(c) (2 Punkte) Berechnen Sie die Summe

12 + 32 + 52 + 72 + . . .+ 1992.

Hinweis: Sie können das Verfahren der Teilaufgaben (a) und (b) wiederholen. Der erste Schritt besteht darin,
ein geeignetes Polynom dritten Grades zu bestimmen.

Aufgabe 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Bestimmen Sie alle ganzen Werte von α im Intervall [0◦, 90◦], so dass (cosα+ i sinα)
20 eine reelle Zahl ist.

Aufgabe 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Die Gerade mit der Gleichung x
4 + y

3 = 1 schneidet den Kreis mit der Gleichung x2

9 + y2

9 = 1 in den Punkten A
und B.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie in Abhängigkeit vom Parameter α ∈ [0, 2π] den Abstand zwischen der Geraden
AB und dem Punkt P (3 cosα, 3 sinα).

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie alle Punkte P auf dem Kreis, für die die Fläche des Dreiecks PAB maximal ist.

Aufgabe 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

An einem internationalen Fechtturnier nach K.-o.-System nehmen 64 Teilnehmer teil, von denen 8 Vertreter der
Königlichen Militärakademie (KMA). Die Tabelle mit den Kämpfen der ersten Runde wird rein zufällig ausgefüllt.
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Runde 1 Runde 2 Runde 3 Viertelfinale Halbfinale Finale

Teilnehmer 1
Teilnehmer 2

Teilnehmer 3
Teilnehmer 4

Teilnehmer 5
Teilnehmer 6

Teilnehmer 7
Teilnehmer 8

Teilnehmer 9
Teilnehmer 10

Teilnehmer 11
Teilnehmer 12

Teilnehmer 13
Teilnehmer 14

Teilnehmer 15
Teilnehmer 16

Teilnehmer 17
Teilnehmer 18

Teilnehmer 19
Teilnehmer 20

Teilnehmer 21
Teilnehmer 22

Teilnehmer 23
Teilnehmer 24

Teilnehmer 25
Teilnehmer 26

Teilnehmer 27
Teilnehmer 28

Teilnehmer 29
Teilnehmer 30

Teilnehmer 31
Teilnehmer 32

Teilnehmer 33
Teilnehmer 34

Teilnehmer 35
Teilnehmer 36

Teilnehmer 37
Teilnehmer 38

Teilnehmer 39
Teilnehmer 40

Teilnehmer 41
Teilnehmer 42

Teilnehmer 43
Teilnehmer 44

Teilnehmer 45
Teilnehmer 46

Teilnehmer 47
Teilnehmer 48

Teilnehmer 49
Teilnehmer 50

Teilnehmer 51
Teilnehmer 52

Teilnehmer 53
Teilnehmer 54

Teilnehmer 55
Teilnehmer 56

Teilnehmer 57
Teilnehmer 58

Teilnehmer 59
Teilnehmer 60

Teilnehmer 61
Teilnehmer 62

Teilnehmer 63
Teilnehmer 64

(a) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass es 105 Möglichkeiten gibt, 8 Personen in 4 Gruppen mit je 2 Personen aufzuteilen,
wenn die Reihenfolge der Gruppen und die Reihenfolge innerhalb der Gruppen keine Rolle spielen.

(b) (2 Punkte) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in der ersten Runde nicht zu einem Kampf zwischen
zwei Vertretern der KMA kommt?

(c) (2 Punkte) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Vertreter der KMA nicht vor dem Viertelfinale
aufeinandertreffen?
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2023
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL

Analysis - Goniometrie - Geometrie
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

Reihe C Teil 1

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 5 5 5 5 20

Aufgabe 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Ein rechteckiges Blatt Papier ABCD ist 15 cm lang und 10 cm breit. Es wird so gefaltet, dass der Eckpunkt
A zu einem Punkt A′ auf der langen Seite [CD] gebracht wird. Die Länge des Liniensegments [AP ] wird mit x
bezeichnet, die Länge der Falte [PQ] mit ℓ (gepunktet auf der Abbildung).

A B

CD A′

Q

P

ℓ 10

15

x

(a) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass ℓ2 =
x3

x− 5
.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie den kleinstmöglichen Wert für ℓ.

Aufgabe 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Für alle x > 0 ist die Funktion f gegeben durch

f(x) =

∫ x

1

lnu

u+ 1
du.

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass f(x) + f

(
1

x

)
=

1

2
ln2(x).

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie f(e−5) + f(e−4) + f(e−3) + . . .+ f(e4) + f(e5).

Aufgabe 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Lösen Sie in [0, π]:
cos(3x)

2 cos(x)− 1
>

cos(4x)

2 cos(2x) + 1
.

Aufgabe 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Der Punkt M ist der Mittelpunkt der Seite [BC] des Dreiecks ABC, für das gilt: |AB| = |AM |.
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(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass tan B̂ = 3 tan Ĉ.

(b) (3 Punkte) Beweisen Sie, dass sin Â = 2 sin
(
B̂ − Ĉ

)
.
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2023
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL
Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung

4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden
Reihe C Teil 2

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 4 5 6 5 20

Aufgabe 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

k ist die einzige reelle Zahl, die die beiden folgenden Bedingungen erfüllt:

0 < k < 1 und k3 + k = 1.

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie k4 in Form eines quadratischen Ausdrucks, d.h. eines Ausdrucks der Form ak2+bk+c,
wobei a, b, c zu bestimmende, reelle Koeffizienten sind. Bei dieser und den folgenden Teilaufgaben dürfen Sie
davon ausgehen, dass der quadratische Ausdruck eindeutig ist.

(b) (1 Punkt) Schreiben Sie 1
k als quadratischen Ausdruck.

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass 1
1+k dem quadratischen Ausdruck 1

3 (k
2 − k + 2) gleich ist.

(d) (1 Punkt) Schreiben Sie das unendliche Produkt

(1− k)(1 + k2)(1 + k4)(1 + k8)(1 + k16) . . .

in Form eines quadratischen Ausdrucks. Hinweis: 1 + x+ x2 + x3 + x4 + . . . = 1
1−x wenn |x| < 1.

Aufgabe 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Zeichnen Sie in der komplexen Fläche exakt das Gebiet, das aus den Punkten z besteht, so dass

z

10
und

10

z̄

ihren Real- und Imaginärteil zwischen 0 und 1 haben. z̄ steht für die konjugiert komplexe Zahl zu z.

Aufgabe 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte

Gegeben: ein orthonormales Achsensystem und eine
Gerade d, die mit der x-Achse einen Winkel 2θ (zwis-
chen 0 und π/2) bildet und durch den Ursprung geht
(siehe Abbildung).

Der Kreis C1 hat den Radius 1 und der Kreis C2 hat den
Radius 3. Beide Kreise liegen zwischen der Geraden d
und der x-Achse. Die Kreise berühren die beiden Ger-
aden tangential. x

y d

2θ

(a) (2 Punkte) Geben Sie die kartesische Gleichung des Kreises C1 in Abhängigkeit von θ an.

(b) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass sich die Kreise C1 und C2 in genau einem Punkt berühren, wenn θ = π
6 .
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(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie für diesen Wert von θ den Inhalt der Fläche des Gebiets, das durch die x-Achse,
C1 und C2 begrenzt ist.

Aufgabe 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Ein Lehrer teilt folgende 16 Schüler in 8 Gruppen von jeweils zwei Schülern ein.

Alice
Amaury
Billie
Brieuc

Candice
Cindy
Denis
Diane

Emily
Emma
Farah
Felix

Gauthier
Giulia
Heidi
Helena

(a) (2 Punkte) Auf wie viele unterschiedliche Weisen kann er dies machen?
Ihre Antwort darf Produkte oder Fakultäten enthalten.

(b) (1 Punkt) Auf wie viele unterschiedliche Weisen kann er die Schüler einteilen, wenn er genau 6 Gruppen
bekommen möchte, in denen die Namen beider Schüler den gleichen Anfangsbuchstaben haben?

(c) (2 Punkte) Auf wie viele unterschiedliche Weisen kann er die Schüler einteilen, wenn er möchte, dass in allen 8
Gruppen die Namen beider Schüler entweder den gleichen Anfangsbuchstaben haben oder, dass sie zwei im
Alphabet aufeinander folgende Anfangsbuchstaben haben?
Tipp: Bestimmen Sie zuerst die möglichen Gruppen für die beiden ersten Schüler und machen Sie danach
das Gleiche mit den anderen Schülern.
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2024
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL

Analysis - Goniometrie - Geometrie
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

Reihe A Teil 1

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 4 5 4 7 20

Aufgabe 1 4 Punkte

(a) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass sin 2x = 1− (sinx− cosx)2 für alle x ∈ R.

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie
∫ (√

sinx√
cosx

+

√
cosx√
sinx

)
dx, wobei eine Substitution u = sinx−cosx durchgeführt

werden kann.

Aufgabe 2 5 Punkte

Gegeden: sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x.

(a) (3 Punkte) Beweisen Sie, dass sin
π

10
=

−1 +
√
5

4
, wobei sin 3π

10 = sin
(
π
2 − 2π

10

)
.

(b) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass sin
π

5
=

√
10− 2

√
5

4
. Verwenden Sie dabei den in 2(a) gegebenen Wert

von sin π
10 .

Aufgabe 3 4 Punkte

Die Mittelpunkte von 5 Kreisen mit Radius 1 sind auf einem Kreis mit Radius R so verteilt, dass die 5 Kreise
paarweise tangential sind, wie in der Zeichnung dargestellt. Berechnen Sie R, indem Sie die Daten von Aufgabe 2
verwenden.

Falls das Ergebnis eine Bruchzahl ist, darf diese im Nenner keine Quadratwurzel enthalten.

RR

1

Seite 1/2



Aufgabe 4 7 Punkte

Die Funktionen cosh und sinh sind gegeben durch

cosh(x) =
ex + e−x

2
und sinh(x) =

ex − e−x

2
, ∀x ∈ R.

(a) (2 Punkte) Wir können den Ausdruck

13 cosh(x)− 12 sinh(x)

als a cosh(x− b) schreiben, für alle x ∈ R. Bestimmen Sie a und b.
Bemerkung für die Aufgaben 4(b), (c) und (d): Wenn Sie die Werte von a und b nicht finden, können Sie die
Aufgaben 4(b) und (c) beantworten, indem Sie wissen, dass a und b Lösungen des folgenden Systems sind:

ae−b = 1 und 25 = aeb.

(b) (2 Punkte) Lösen Sie in R:
13 cosh(x)− 12 sinh(x) = 13.

(c) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass die Funktion 13 cosh(x)− 12 sinh(x) ein Minimum erreicht, wenn x = ln 5.

(d) (1 Punkt) Geben Sie das Minimum der Funktion 13 cosh(x)− 12 sinh(x) an.
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2024
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL
Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung

4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden
Reihe A Teil 2

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 5 5 5 5 20

Aufgabe 1 5 Punkte

Der Rest der Division des Polynoms p(x) durch (x − 2) ist 5, und der Rest der Division von p(x) durch (x − 3)
ist 18. Bestimmen Sie den Rest der Division von p(x) durch (x− 2)(x− 3).

Aufgabe 2 5 Punkte

Die Gleichungen von zwei Geraden in der Ebene werden gegeben:

d1 : 15x+ 8y = 0

d2 : 3x+ 10y = 0.

Wir geben auch den Punkt M(−8, 6), der die Mitte des Segments [P1P2] ist, wobei P1 ein Punkt von d1 und P2

ein Punkt von d2 ist.

(a) (1 Punkt) Erstellen Sie ein Diagramm, das d1, d2, P1, P2 und M in einem orthonormalen Koordinatensystem
darstellt.

(b) (4 Punkte) Berechnen Sie den Abstand von P1 zu P2.

Aufgabe 3 5 Punkte

(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass für die komplexe Zahl z = cos θ + i sin θ, wobei θ ∈ R, gilt:

z2 + 1 = 2 cos(θ)z.

(b) (3 Punkte) Geben Sie in algebraischer Form a + bi alle komplexen Zahlen mit Modul 1 an, die eine Lösung
der Gleichung

(5z2 + 5)5 + (6z)5 = 0.

Verwenden Sie dabei Aufgabe 3(a).

Aufgabe 4 5 Punkte

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufällig gewählte ganze Zahl zwischen 2000 und 20000 (beide
Zahlen nicht inbegriffen) gerade ist und aus verschiedenen Ziffern besteht. Zum Beispiel: 4052 ist eine solche Zahl,
aber nicht 10788 (zweimal die Ziffer 8) oder 6781 (ungerade).
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2024
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL

Analysis - Goniometrie - Geometrie
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

Reihe B Teil 1

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 4 5 6 5 20

Aufgabe 1 4 Punkte

(a) (2 Punkte) Stellen Sie im selben Achsensystem den Graphen der folgenden Funktionen dar, wobei x ∈ R:

f(x) =
1

1 + |x|
und g(x) =

1

1 + |x− 2|
.

(b) (2 Punkte) Geben Sie den maximalen Wert von
1

1 + |x|
+

1

1 + |x− 2|
, wobei x ∈ R.

Aufgabe 2 5 Punkte

Berechnen Sie ∫
1

1 + ex + e−x
dx

indem Sie eine Substitution u = ex verwenden.

Aufgabe 3 6 Punkte

(a) (3 Punkte) Lösen Sie im Intervall [0, 2π] die folgende Gleichung und stellen Sie die entsprechenden Winkel
auf dem trigonometrischen Kreis dar:

cosx+ cos 3x+ cos 5x+ cos 7x = 0.

(b) (2 Punkte) Lösen Sie die Gleichung cos(x+ y) = cosx · cos y, wenn x, y ∈ [0, 2π] und stellen Sie die Lösungen
in der Ebene (x, y) dar, indem Sie ein Achsensystem wie folgendes verwenden. (Zeichen Sie das Achsensystem
auf Ihr Antwortblatt.)

x

y

0 π 2π
0

π

2π

(c) (1 Punkt) Wie viele verschiedene Zahlenpaare (x, y) sind Lösungen des folgenden Systems:{
cosx+ cos 3x+ cos 5x+ cos 7x = 0
cos(x+ y) = cosx · cos y

wenn x, y ∈ [0, 2π]? Stellen Sie diese Lösungen dann in einem Achsensystem wie in Frage (b) dar.
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Aufgabe 4 5 Punkte

Betrachten Sie folgende Abbildung.

A

C

D
E B

α
β

Im Dreieck ABC ist D der Schnittpunkt der Höhenlinie ausgehend von C senkrecht zur verlängerten Seite [AB].

E ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Winkels ÂCB und der Seite [AB]. Für den Winkel α gilt:
α > 90.

(a) (1 Punkt) Geben Sie den Winkel D̂CE in Abhängigkeit von α und β.

(b) (4 Punkte) Beweisen Sie, dass

tan3
α

2
tan

β

2
= 1

wenn |AD| = |AE|.
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2024
Königliche Militärakademie - Zusätzliche Prüfung POL
Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung

4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden
Reihe B Teil 2

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht maßstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbüchern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie π, e, ln 2 = loge 2, ln 3, ...,
√
2,

√
3, ..., in Ihren Ergebnissen unverändert

stehen.

Aufgabe 1 2 3 4 Gesamtnote

Punkte 6 5 4 5 20

Aufgabe 1 6 Punkte

Das Polynom p(z) = z3 + 2z2 + 7z + 1 hat die drei Nullstellen z1, z2 und z3 in C.

Bemerkung: Für diese Aufgabe brauchen Sie diese drei Nullstellen nicht zu berechnen.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie das Vorzeichen der eventuellen reellen Nullstellen von p(z).

(b) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass z1 + z2 + z3 = −2. Tipp: Schreiben Sie p(z) in der Form p(z) = (z − z1)(z −
z2)(z − z3).

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass z21 + z22 + z23 = −10 mithilfe der Teilaufgabe (b).

(d) (1 Punkt) Berechnen Sie z31 + z32 + z33 . Hinweis: Verwenden Sie die Summe p(z1) + p(z2) + p(z3).

Aufgabe 2 5 Punkte

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie die komplexe Zahl (1− i)6 in der algebraischen Form a+ bi, wobei a, b ∈ R.

(b) (2 Punkte) Geben Sie alle Lösungen in C der Gleichung z6 = 8i in algebraischer Form.

(c) (2 Punkte) Berechnen Sie den Wert von cos π
12 . Verwenden Sie Teilaufgabe 2(b).

Aufgabe 3 4 Punkte

Gegeben: zwei Punkte A(−6, 0) und B(2, 0) in einem Koordinatensystem (x, y) an. Wir interessieren uns für die
geometrische Lage aller Punkte P , für die gilt:

|AP |
|BP |

= 3,

wobei die Notation |XY | die Länge des Liniensegments zwischen zwei Punkten X und Y darstellt.

(a) (1 Punkt) Zeichnen Sie eine Figur, die A, B und eine mögliche Position des Punktes P darstellt.

(b) (3 Punkte) Finden Sie die kartesische Gleichung des geometrischen Ortes. Gehen Sie von der in der Aufgabe
erwähnten Bedingung aus. Geben Sie die Details der Berechnungen.

Aufgabe 4 5 Punkte

(a) (2 Punkte) Wie viele verschiedene Tabellen mit vier Zeilen und vier Spalten, in denen jedes Feld entweder 0
oder 1 enthält, haben die Eigenschaft, dass die Summe der Felder 8 ist?
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(b) (3 Punkte) Wie viele verschiedene Tabellen mit 4 Zeilen und 4 Spalten, in denen jedes Feld entweder 0 oder
1 enthält, haben die Eigenschaft, dass die Summe der Felder in jeder Zeile 2 und, dass die Summe der Felder
in jeder Spalte 2 ist?
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